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02 ´EQUIVALENCE RATIONNELLE, ´EQUIVALENCE
NUM ´ERIQUE ET PRODUITS DE COURBES
ELLIPTIQUES SUR UN CORPS FINI
par
Bruno Kahn
Abstract. — We prove that if X is a product of elliptic curves over a finite
field k, rational and numerical equivalences agree on X . The proof works for
any smooth projective variety X “of abelian type” for which the Tate con-
jecture holds (the case of products of elliptic curves being due to M. Spieß’s
[55]). It uses Soule´’s ideas [53], U. Jannsen’s semi-simplicity theorem [22],
and a result of Y. Andre´ and the author [1] inspired by S.I. Kimura’s results
on finite-dimensional Chow motives [35]. We give some consequences, among
which : the conjectures of Lichtenbaum [42, §7] hold true for X , the second
Chow group of X is finitely generated, the Beilinson-Soule´ conjecture holds in
weight n for the function field of X provided n ≤ 2 or dimX ≤ 2, Gersten’s
conjecture holds for discrete valuation rings with residue field such a function
field if dimX ≤ 2. Also, if U is an open subset of X with dimX ≤ 2, the
action of Frobenius on H∗
c
(U¯ ,Ql) is semi-simple and its characteristic poly-
nomial does not depend on l 6= char k.
Introduction
Soient k un corps fini de caracte´ristique p et G = Gal(k¯/k). Dans un article
se´minal [53, th. 4 i)], Soule´ de´montre que pour toute varie´te´ projective lisse
X de dimension ≤ 3 et “de type abe´lien” (par exemple une varie´te´ abe´lienne
ou un produit de courbes), l’application “classe de cycle l-adique”
CH i(X)⊗Ql → H
2i(X¯,Ql(i))
G(*)
est bijective pour tout nombre premier l 6= p et tout i ≥ 0. Ceci est un cas par-
ticulier de deux conjectures fondamentales en ge´ome´trie arithme´tique : la con-
jecture de Tate [57] (surjectivite´ de (*)) et la conjecture de Beilinson [2, 1.0](1)
(1)Mais aussi de Lichtenbaum en conjonction avec la conjecture de Tate, cf. [42, §7, 7)].
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(injectivite´ de (*)). La de´monstration consiste a` conside´rer la de´composition
motivique de X pour se re´duire au the´ore`me de Tate sur les endomorphismes
de varie´te´s abe´liennes [58] et a` l’hypothe`se de Riemann sur k (Deligne [10]).
La conjecture de Tate est maintenant de´montre´e pour un bon nombre de
varie´te´s abe´liennes sur k (voir ci-dessous). La situation est diffe´rente pour la
conjecture de Beilinson, qui n’est connue grosso-modo qu’en codimension
1 (ou` elle est triviale) ; elle est d’ailleurs utilise´e par Soule´ dans ce cas pour
obtenir (*). Dans le pre´sent article, nous utilisons une ide´e nouvelle de S.I.
Kimura [35] pour la de´montrer en toute codimension dans un certain nombre
de cas nouveaux.
Plus pre´cise´ment, notant A(k) = A la cate´gorie des motifs de Chow sur k
a` coefficients rationnels :
De´finition 1. — a) Soit B(k) l’ensemble des classes d’isomorphismes de k-
varie´te´s projectives lisses dont le motif de Chow est dans la sous-cate´gorie
e´paisse rigide de A engendre´e par les motifs d’Artin et les motifs de varie´te´s
abe´liennes (ou de courbes, c’est la meˆme chose).
b) Soit Btate(k) ⊂ B(k) le sous-ensemble des varie´te´s X ve´rifiant la con-
jecture de Tate (pour un nombre premier l 6= p donne´ : cela ne de´pend pas
de l, cf. [58, Th. 2.9] puisque Frobenius ope`re de manie`re semi-simple sur la
cohomologie l-adique de X).
Exemples 1. — a) B(k) contient l’ensemble A(k) de´fini dans [53, 3.3.1].
b) Btate(k) contient les X ∈ B(k) avec dimX ≤ 3 (Soule´, voir ci-dessus) et
les produits de courbes elliptiques [55].
c) Milne a de´montre´ que la conjecture de Hodge pour les varie´te´s abe´liennes
complexes de type CM implique la conjecture de Tate pour les varie´te´s abe´-
liennes sur k [49]. Inconditionnellement, les re´sultats de [50] montrent qu’on
peut prouver la conjecture de Tate pour “beaucoup” de varie´te´s abe´liennes A
sur k. C’est le cas si l’alge`bre des “cycles de Tate” deA est engendre´e en degre´
1, par re´duction au the´ore`me de Tate [58]. C’est ainsi que Spieß de´montre la
conjecture de Tate pour les produits de courbes elliptiques. D’autres exemples
sont les puissances de varie´te´s abe´liennes simples “de type K3” de Zarhin
[64] ou “presque ordinaires” de Lenstra-Zarhin [38], cf. [50, A.7, exemples].
Pour un exemple ou` cette condition n’est pas ve´rifie´e mais ou` ne´anmoins la
conjecture de Tate est de´montre´e, voir [50, ex. 1.8].
d) Un exemple amusant de nature tre`s le´ge`rement diffe´rente est celui d’une
hypersurface de Fermat
X : Xm0 + · · ·+X
m
d+1 = 0
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ou` m est tel que qν ≡ −1 (mod m) pour un ν convenable (Tate, Katsura-
Shioda, [57, 33]).
The´ore`me 1 (cf. th. 1.8). — Pour tout X ∈ Btate(k), l’e´quivalence ration-
nelle est e´gale a` l’e´quivalence nume´rique (a` coefficients rationnels) sur X .
Dans [29], nous avons montre´ que la conjonction des conjectures de Tate
et de Beilinson a des implications conside´rables. Dans cet esprit, nous tirons
les conse´quences suivantes du the´ore`me 1. Soient X ∈ Btate(k), d = dimX
et K = k(X).
Corollaire 1 (cor. 3.10). — Les conjectures de Lichtenbaum [42, §7] sont
vraies pour X .
Corollaire 2 (th. 4.5). — Pour tout ouvert U de X , les groupes H0(U,K2),
H1(U,K2) et H2(U,K2) = CH2(U) sont de type fini. Le groupe K3(K)ind
est e´gal a` K3(k).
Corollaire 3 (cor. 2.3). — La conjecture de Beilinson-Soule´ est vraie en poids
n pour K pourvu que n ≤ 2 ou que d ≤ 2.
`A ma connaissance, ce sont les premiers exemples non triviaux (au-dela` de
la dimension 1) ou` cette conjecture est explicitement de´montre´e. Toutefois,
pour d = 2 ou pour n = 2, d = 3, les re´sultats de [53] suffiraient (voir [53, th.
4 iii)] et la de´monstration du corollaire 2.3).
Corollaire 4 (th. 4.6). — Si d = 2, on a des isomorphismes canoniques pour
tout n ≥ 0(
KMn (K)⊕
⊕
0≤i≤n−1
H2i−n−1(K, (Q/Z)′(i))
)
⊗ Z(2)
∼
−→ Kn(K)⊗ Z(2)
ou` (Q/Z)′(i) = lim---→
(m,car k)=1
µ⊗im .
Si l’on fait “tendre k vers l’infini” dans le the´ore`me 4, on obtient une confir-
mation partielle d’une conjecture de Suslin [56, conj. 4.1 et note] : si un corps
F contient un corps alge´briquement clos F0, K∗(F ) est engendre´ multiplica-
tivement par K1(F ) et K∗(F0) (corollaire 4.7 et remarque 4.8). Ce re´sultat est
faux en caracte´ristique ze´ro d’apre`s de Jeu [23].
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Corollaire 5 (cor. 2.4). — Supposons d = 2, et soit A un anneau de valua-
tion discre`te de corps des fractions E et de corps re´siduel K. Alors la con-
jecture de Gersten est vraie pour la K-the´orie alge´brique de A : pour tout
n ≥ 0, la suite
0→ Kn+1(A)→ Kn+1(E)→ Kn(K)→ 0
est exacte.
Corollaire 6 (prop. 5.16). — Supposons d = 2, et soit U un ouvert de X .
Alors, pour tout l 6= p, l’action de Frobenius sur H∗c (U,Ql) est semi-simple.
De plus, le polynoˆme caracte´ristique de cette action est inde´pendant de l.
Le corollaire 6 est conjecture´ (Grothendieck, Serre) pour tout k-sche´ma de
type fini U . Gabber m’en a indique´ une de´monstration directe. La de´mons-
tration donne´e ici consiste a` montrer que le motif a` supports compacts de U
dans la cate´gorie triangule´e des motifs DMgm(k)⊗Q de Voevodsky [60] est
somme directe de motifs purs de´cale´s ; elle peut servir de mode`le pour une
de´monstration future du corollaire 6 en ge´ne´ral.
Pour obtenir les corollaires 1 et 2, nous prouvons des re´sultats plus pre´cis
faisant intervenir une nouvelle cohomologie introduite par Lichtenbaum [43]
(corollaire 3.8).
La de´monstration du the´ore`me 1 utilise trois ingre´dients de manie`re es-
sentielle : le fait que la conjecture de semi-simplicite´ est vraie pour la coho-
mologie l-adique de X , la semi-simplicite´ de la cate´gorie des motifs modulo
l’e´quivalence nume´rique due a` Jannsen [22] et un raffinement d’un re´sultat de
Kimura [35, prop. 7.5] duˆ a` Andre´ et a` l’auteur [1, prop. 9.1.14]. La technique
de de´monstration, quant a` elle, remonte a` Soule´ [53] via Geisser [14].
Le corollaire 1 se de´duit du the´ore`me 1 de manie`re relativement classique
[46, 47] ; toutefois, l’introduction de la cohomologie de Lichtenbaum men-
tionne´e ci-dessus simplifie bien les choses. Il faut un peu d’effort pour de´duire
la version “globale” des conjectures de Lichtenbaum de leur version localise´e
en chaque nombre premier : a` cet e´gard, le lemme 3.9 est fort utile.
Le corollaire 3, quant a` lui, se de´duit assez facilement du re´sultat de Geisser
selon lequel la conjugaison des conjectures de Tate et de Beilinson implique
la conjecture de Parshin (cf. corollaire 2.2).
La me´thode de de´monstration du the´ore`me 1 et du corollaire 1 conduit a`
de nouvelles formulations des trois conjectures dont nous avons de´montre´
l’e´quivalence dans [31, th. 3.4] : voir the´ore`me 6.2.
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Cet article est construit comme suit. Au §1, nous de´montrons le the´ore`me
1. Dans les paragraphes suivants, nous “tirons les marrons du feu” : cette
ope´ration demande a` l’occasion le port de gants ignifuges. Comme indique´
ci-dessus, les conse´quences que nous donnons sont toutes des cas particuliers
de conse´quences des trois conjectures e´quivalentes de [31, th. 3.4], dont beau-
coup ont e´te´ de´ja` de´gage´es dans [29] : nous nous sommes efforce´ de re´diger
les de´monstrations de telle manie`re qu’elles puissent eˆtre reproduites telles
quelles quand ces conjectures seront de´montre´es.
Au §2 nous donnons les conse´quences les plus imme´diates du the´ore`me 1,
dont les corollaires 3 et 5. Au §3, nous introduisons la cohomologie de Lich-
tenbaum (a` coefficients dans les complexes de cycles de Bloch), e´tendons
les classes de cycles motiviques l-adiques de [31] (l 6= p = car k) en des
classes e´manant de la cohomologie de Lichtenbaum motivique et construisons
une classe de cycle p-adique correspondante ; nous de´montrons ensuite leur
bijectivite´ pour X ∈ Btate(k). Nous en de´duisons le corollaire 1 et des pro-
prie´te´s de finitude pour la cohomologie motivique de Lichtenbaum, meilleures
que pour la cohomologie motivique e´tale (et conjecture´es par Lichtenbaum
dans [43, introduction] pour toute varie´te´ projective lisse). Nous en de´duisons
aussi une formule pour le conoyau de l’application “classe de cycle l-adique
entie`re” CHn(X)⊗ Zl → H2ncont(X,Zl(n)) (corollaire 3.12).
Au §4, nous de´montrons quelques re´sultats sur les ouverts de X et sur son
corps des fonctions, dont les corollaires 2 et 4. Au §5, nous tirons la substan-
tifique mœlle des arguments pre´ce´dents dans le cadre motivique. Pour ce faire,
nous introduisons une cate´gorie de “motifs de Chow e´tales” Chowe´t(k), fort
pratique (voir [51] pour une approche diffe´rente, en termes de re´alisations).
Nous en de´duisons un curieux “principe d’identite´ de Manin arithme´tique”
(corollaire 5.10). Nous y de´montrons aussi le corollaire 6. Dans le §6, nous
investigons la mesure dans laquelle les me´thodes de cet article pourraient rap-
procher l’e´che´ance de la de´monstration des conjectures indique´es. Enfin, dans
l’appendice, nous construisons une fonctorialite´ covariante sur la cohomolo-
gie motivique e´tale, ne´cessaire pour la construction de Chowe´t(k).
Une partie substantielle du travail de Kimura sur lequel nous nous appuyons
a e´te´ obtenue inde´pendamment par Peter J. O’Sullivan (communication per-
sonnelle a` Andre´ et a` l’auteur) : notamment la notion de dimension finie au
sens de Kimura (semi-positivite´ dans sa terminologie) et le fait que le motif
de Chow d’une varie´te´ abe´lienne est de dimension finie au sens de Kimura. Il
n’obtient par contre pas le the´ore`me de nilpotence de Kimura, ni a fortiori la
proposition 1.4.
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Les lignes ci-dessus soulignent la dette que j’ai envers les travaux ante´rieurs
apparaissant dans la bibliographie : ils sont trop nombreux pour eˆtre cite´s dans
le de´tail. En particulier, il aurait sans doute e´te´ possible de re´diger les §§3–6 en
termes de cohomologie motivique e´tale sans le travail de Geisser [15], mais
les re´sultats auraient e´te´ plus de´sagre´ables a` e´noncer et les de´monstrations
plus complique´es.
Je remercie Yves Andre´, Thomas Geisser, He´le`ne Esnault, Ofer Gabber,
Steven Lichtenbaum, Christophe Soule´ et Eckart Viehweg pour des commen-
taires pertinents sur la pre´paration de ce texte ; en particulier T. Geisser pour
avoir attire´ mon attention sur le proble`me souleve´ dans 3.2.1 et m’avoir in-
cite´ a` e´crire l’appendice A, et C. Soule´ pour m’avoir encourage´ a` ne pas me
limiter aux produits de courbes elliptiques. D’autre part, c’est avec Y. Andre´
que j’ai de´gage´ dans [1] la proposition 1.4 ci-dessous, re´sultat cle´ sur lequel
repose tout ce travail.
1. ´Equivalence rationnelle et e´quivalence nume´rique
Soient A la cate´gorie des motifs de Chow sur k a` coefficients rationnels
et A¯ la cate´gorie des motifs purs sur k modulo l’e´quivalence nume´rique,
e´galement a` coefficients rationnels : cette dernie`re est abe´lienne semi-simple
d’apre`s [22]. On a un foncteur plein
A → A¯
M 7→ M¯.
Pour tout objet M de A ou A¯, on note FM l’endomorphisme de Frobenius
de M . Pour toute k-varie´te´ projective lisse X , on note h(X) (resp. h¯(X)) le
motif de X dans A (resp. son image dans A¯).
1.1. Remarque. — Comme Voevodsky, nous adoptons la convention que le
foncteur X 7→ h(X) est covariant, et non contravariant comme il est d’usage
plus traditionnellement. Nous notons aussiM⊗L = M(1) au lieu deM⊗L =
M(−1), ou` L est le motif de Lefschetz (h(P1) = 1 ⊕ L). Avec ces conven-
tions, on a CHn(X)⊗Q = A(h(X), Ln) et CHn(X)⊗Q = A(Ln, h(X))
pour toute k-varie´te´ projective lisse X , ainsi que h(X)∨ = h(X)(− dimX).
Rappelons la de´finition suivante [35] :
1.2. De´finition. — Un objetM ∈ A est de dimension finie au sens de Kimura
s’il existe une de´compositionM ≃M+⊕M− et deux entiers n+, n− ≥ 0 tels
que Λn++1M+ = Sn−+1M− = 0.
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On a :
1.3. The´ore`me (Kimura [35, th. 4.2, cor. 5.11, prop. 6.9])
La sous-cate´gorie pleine de A forme´e des motifs de dimenson finie au
sens de Kimura est additive, e´paisse et rigide (stable par somme directe, fac-
teurs directs, produit tensoriel et dual). Elle contient les motifs des varie´te´s
abe´liennes.
La proposition suivante est directement inspire´e de [35, prop. 7.5].
1.4. Proposition ([1, prop. 9.1.14]). — Soit M ∈ A un motif de dimension
finie au sens de Kimura. Alors le noyau de A(M,M) → A¯(M¯, M¯) est un
ide´al nilpotent. 
1.5. Lemme. — Soit N ∈ A, de dimension finie au sens de Kimura. Sup-
posons que N¯ soit simple et que FN¯ 6= 1. Alors A(1, N) = 0.
De´monstration. Soit P ∈ Q[T ] le polynoˆme minimal de FN¯ : comme
A¯(N¯ , N¯) est une Q-alge`bre a` division, P est un polynoˆme irre´ductible, dif-
fe´rent de T − 1 par hypothe`se. D’apre`s la proposition 1.4, il existe n > 0 tel
que P (FN)n = 0. Soit f ∈ A(1, N). Alors FNf = f , d’ou` P (1)nf = 0 et
f = 0. 
1.6. Proposition. — Soient M,M ′ ∈ A deux motifs de dimension finie au
sens de Kimura. Supposons que tout facteur simple N¯ de (M¯ ′)∨ ⊗ M¯ ve´rifie
soit N¯ ≃ 1, soit FN¯ 6= 1. Alors l’homomorphisme A(M ′,M) → A¯(M¯ ′, M¯)
est un isomorphisme.
De´monstration. Graˆce au the´ore`me 1.3, on se rame`ne par dualite´ au cas ou`
M ′ = 1. En re´appliquant la proposition 1.4, on voit que toute de´composition
de 1M¯ en somme d’idempotents orthogonaux se rele`ve en une telle somme
dans A(M,M). Pour cette de´composition, on a donc
M =
⊕
Mi
ou` les M¯i sont simples. De plus, en utilisant toujours la proposition 1.4, on
voit que M¯i ≃ 1 =⇒Mi ≃ 1. La proposition 1.6 re´sulte donc de l’hypothe`se
et du lemme 1.5. 
1.7. Remarque. — Le principe de la de´monstration du lemme 1.5 et de la
proposition 1.6 est tre`s proche dans l’esprit de [14, prop. 3.2].
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1.8. The´ore`me. — Soient X,X ′ deux k-varie´te´s projectives lisses telles que
X ×k X
′ ∈ Btate(k). Alors, pour tout n ∈ Z, l’homomorphisme
CHdimX+n(X ′ ×X)⊗Q = A(h(X ′), h(X)(n))
→ A¯(h¯(X ′), h¯(X)(n)) = AdimX+nnum (X
′ ×X)⊗Q
est un isomorphisme.
De´monstration. Comme ci-dessus, on se rame`ne a` X ′ = Spec k. Remar-
quons que h(X)(n) est de dimension finie au sens de Kimura [35, ex. 9.1].
Par ailleurs, l’action de Frobenius sur lesH i(X¯,Ql) est semi-simple : en effet,
ils sont engendre´s multiplicativement par H1 et cela re´sulte alors des re´sultats
de Weil [63]. En utilisant la conjecture de Tate, on en de´duit que l’e´quivalence
homologique et l’e´quivalence nume´rique coı¨ncident sur X [59, th. 2.9]. Il en
re´sulte alors (cf. [48, prop. 2.6]) que pour tout facteur simple N¯ de h¯(X)(n),
on a soit N¯ ≃ 1 soit FN¯ 6= 1. L’hypothe`se de la proposition 1.6 est donc
ve´rifie´e, d’ou` le the´ore`me 1.8. 
2. Premie`res applications
2.1. Corollaire. — Soit X ∈ Btate(k). Alors, pour tout n, l’ordre du poˆle de
la fonction zeˆta ζ(X, s) en s = n est e´gal au rang de CHn(X) (qui est fini
d’apre`s le the´ore`me 1.8).
De´monstration. Un cas particulier du the´ore`me 1.8 est que, sur X , l’e´quiva-
lence homologique (relative disons a` la cohomologie l-adique pour un nom-
bre premier l diffe´rent de la caracte´ristique de k) est e´gale a` l’e´quivalence
nume´rique. L’e´nonce´ re´sulte donc du the´ore`me de Spieß, du the´ore`me 1.8 et
de [59, th. 2.9]. 
La seconde application re´sulte de Geisser [14, th. 3.3] :
2.2. Corollaire. — SiX ∈ Btate(k), alors la conjecture de Beilinson-Parshin
est vraie pour X : Ki(X) est un groupe de torsion pour tout i > 0. 
Notons H i(X,Q(n)) les groupes de cohomologie motivique de X a` coef-
ficients rationnels : dans cette section, ils peuvent eˆtre de´finis a` la Beilinson
comme espaces propres de groupes deK-the´orie pour les ope´rations d’Adams
[54].
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2.3. Corollaire. — Soient X ∈ Btate(k), d = dimX , K = k(X) et n un
entier ≥ 0. Alors la conjecture de Beilinson-Soule´ vaut pour K en poids n, et
on a meˆme
H i(K,Q(n)) = 0 pour i < n
dans les deux cas suivants :
(i) d ≤ 2
(ii) n ≤ 2.
De plus, sous la condition (i), KMn (K) et Kn(K) sont de torsion premie`re a`
p pour n ≥ 3 et KMn (K) est de torsion impaire pour n ≥ 4.
De´monstration. cf. [14, th. 3.4] : on utilise le corollaire 2.2 et la suite
spectrale de coniveau pour la cohomologie motivique. Si d ≤ 2, les corps
re´siduels F de X autres que K sont de dimension 0 ou 1, donc les e´nonce´s
“H i(F,Q(n)) = 0 pour i < n” et “H i(F,Q(n)) = 0 pour n > dimF ” sont
connus par les the´ore`mes de Quillen [52, 19] et de Harder [21]. Si n ≤ 2, les
poids intervenant dans les termes Ep,q1 avec p > 0 sont ≤ 1, et l’e´nonce´ est
encore connu [37, cor. 6.8]. L’assertion “premie`re a` p” re´sulte de [16], et la
dernie`re assertion pour car k 6= 2 re´sulte de la conjecture de Milnor [61]. 
2.4. Corollaire. — Soit A un anneau de valuation discre`te de corps des frac-
tionsE et de corps re´siduelK, ou`K = k(X) avecX ∈ Btate(k), dimX ≤ 2.
Alors, pour tout n ≥ 0, la suite
0→ Kn+1(A)→ Kn+1(E)→ Kn(K)→ 0
est exacte.
De´monstration. Soit m > 0 premier a` p = car k. Le diagramme commutatif
au signe pre`s
Kn+2(E,Z/m)−→mKn+1(E)y y
Kn+1(K,Z/m)−→ mKn(K)
et la conjecture de Gersten pour K∗(−,Z/m) (Gillet [18]) montrent que l’ho-
momorphisme re´sidu mKn+1(E) → mKn(K). L’assertion re´sulte donc du
corollaire 2.3 pour n ≥ 3, et est bien connue pour n ≤ 2 puisqu’alors
Kn(K) = K
M
n (K). 
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3. Classes de cycle motiviques
3.1. Cohomologie motivique. — Nous de´finirons la cohomologie mo-
tivique d’une k-varie´te´ lisse X comme l’hypercohomologie de Zariski
H iZar(X,Z(n)) des complexes de cycles de Bloch de´cale´s (cf. [4, 17, 31] pour
les de´tails). Nous aurons aussi besoin de conside´rer l’hypercohomologie de
ces complexes par rapport a` d’autres topologies, et de les comparer. En parti-
culier, le re´sultat ci-dessous sera d’usage constant :
3.1. Proposition ([31, prop. 1.18]). — Pour toute varie´te´ lisse X , les homo-
morphismes
H iZar(X,Q(n))→ H
i
e´t(X,Q(n))
sont des isomorphismes. 
On a aussi :
3.2. Proposition. — Soit X ∈ Btate(k). Alors H iZar(X,Q(n)) = 0 pour i 6=
2n.
De´monstration. Notons que l’e´nonce´ est trivialement vrai pour i > 2n et
toute varie´te´ lisse X (sur un corps quelconque) par de´finition de la coho-
mologie motivique. Pour i < 2n, cela re´sulte du corollaire 2.2 et du fait
que H iZar(X,Q(n)) ≃ grnγK2n−i(X) [4]. (Variante : raisonner directement
comme dans la de´monstration du the´ore`me 1.8, en utilisant le fait que Frobe-
nius agit sur ce groupe par multiplication par qn, cf. [14].) 
3.2. Cohomologie de Lichtenbaum. — Nous allons utiliser la cohomologie
introduite par Lichtenbaum dans [43](2). Cette cohomologie a e´te´ e´galement
e´tudie´e par Geisser [15].
Rappelons [42, prop. 2.2] que la cate´gorie des faisceaux pour la topologie
de Lichtenbaum sur une k-varie´te´ X de type fini est e´quivalente a` la cate´gorie
des faisceaux e´tales Z-e´quivariants sur X¯ = X ×k k¯, ou` l’action de Z sur X¯
est donne´e par le morphisme de Frobenius galoisien. Pour un tel faisceau F ,
on pose
H0W (X,F) = H
0
e´t(X¯,F)
Z
(2)Lichtenbaum de´nomme cette cohomologie Weil-e´tale cohomology. Il nous paraıˆt plus pra-
tique et plus juste de la rebaptiser cohomologie de Lichtenbaum, la terminologie “cohomolo-
gie de Weil” pouvant de toute fac¸on preˆter a` confusion.
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et la cohomologie de LichtenbaumH∗W est de´finie comme les foncteurs de´rive´s
de F 7→ H0W (X,F). En particulier on a une suite spectrale [43, prop. 2.3]
Hp(Z, Hqe´t(X¯, C))⇒ H
p+q
W (X,C)(3.1)
pour tout complexe de faisceaux e´tales Z-e´quivariants.
Pour comparer cohomologie e´tale et cohomologie de Lichtenbaum, le point
de vue de Geisser [15, §2] est d’identifier la cate´gorie des faisceaux e´tales sur
X a` la cate´gorie des faisceaux e´tales Zˆ-e´quivariants (topologiques discrets)
sur X¯ , ou` Zˆ = Gal(k¯/k) [8, Exp. XIII, 1.1.3]. Soit TZ(X) (resp. TZˆ(X)) la
cate´gorie des X¯-faisceaux e´tales Z-e´quivariants (resp. Zˆ-e´quivariants) : on a
des foncteurs adjoints e´vidents
γ∗X : TZˆ(X)→ TZ(X), (γX)∗ : TZ(X)→ TZˆ(X).
Notons TZ et TZˆ les cate´gories de faisceaux correspondantes sur les “grands
sites lisses” correspondant a` la cate´gorie Sm/k des k-varie´te´s lisses de type
fini. On a des foncteurs adjoints correspondants
γ∗ : T
Zˆ
→ TZ, γ∗ : TZ → TZˆ
induisant des foncteurs adjoints sur les cate´gories de´rive´es
γ∗ : D(T
Zˆ
)→ D(TZ), Rγ∗ : D(TZ)→ D(TZˆ).
3.2.1. Mise en garde. — Le foncteur Rγ∗ n’est pas conservatif. Par exem-
ple, soit Q〈n〉 le Z[Z]-module de support Q, l’action du ge´ne´rateur de Z
e´tant donne´e par r 7→ qnr. Alors Q〈n〉 de´finit un objet de TZ, mais on a
H∗W (X,Q〈n〉) = 0 pour tout X ∈ Sm/k de`s que n 6= 0 : c’est imme´diat a`
partir de (3.1).
Pour obvier cet inconve´nient, introduisons la sous-cate´gorie e´paisse
Din(TZ) de D(TZ) forme´e des complexes C tels que H∗W (X,C) = 0 pour
tout X ∈ Sm/k, et notons
D¯(TZ) = D(TZ)/Din(TZ).
Soit γ¯∗ le compose´ de γ∗ avec le foncteur de localisationD(TZ)→ D¯(TZ).
Alors Rγ∗ se factorise en un foncteur exact
R¯γ∗ : D¯(TZ)→ D(TZˆ)
qui est conservatif par construction, et adjoint a` droite de γ¯∗. Nous aurons
besoin de R¯γ∗ plutoˆt que de Rγ∗ pour une formulation correcte du the´ore`me
6.2 (iv).
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3.3. Cohomologie de Lichtenbaum motivique. — Nous conside´rerons
principalement la cohomologie de Lichtenbaum a` coefficients dans les com-
plexes de cycles de Bloch. Pour tout X ∈ Sm/k, le foncteur R(γX)∗ induit
des homomorphismes canoniques
H ie´t(X,Z(n))→ H
i
W (X,Z(n)).
Le re´sultat suivant de Geisser sera d’usage constant : notons β le Bockstein
et e le ge´ne´rateur de H1W (k,Z) = Hom(Z,Z) envoyant (par exemple) le
Frobenius ge´ome´trique sur 1. On a de longues suites exactes [15, th. 6.1]
(3.2) · · · → H ie´t(X,Z(n))→ H iW (X,Z(n))
→ H i−1e´t (X,Z(n))⊗Q
∂
→ H i+1e´t (X,Z(n))→ . . .
ou` ∂ est donne´e par la composition
H i−1e´t (X,Z(n))⊗Q = H
i−1
e´t (X,Q(n))→ H
i−1
e´t (X,Q/Z(n))
·e
→
H ie´t(X,Q/Z(n))
β
→ H i+1e´t (X,Z(n))
(cf. [29, prop. 9.12]).
On a aussi :
3.3. Proposition ([15, th. 6.5 et 6.7]). — a) Pour toute k-varie´te´ lisse X de
dimension d et pour tout n ≥ 0, on a H iW (X,Z(n)) = 0 pour i > sup(2d +
1, n+ d+ 1).
b) Si X est de plus projective, on a un diagramme commutatif
H2dW (X,Z(d)) −−−→ H
2d
e´t (X¯,Z(d))
Z Z⊕ (fini)
·e
y y y
H2d+1W (X,Z(d))
∼
←−−− H2de´t (X¯,Z(d))Z Z
ou` l’isomorphisme H2de´t (X¯,Z(d))Z = Z provient de l’homomorphisme “de-
gre´”
H2de´t (X¯,Z(d)) ≃ CH
d(X¯)→ Z
(cf. [15, de´m. du lemme 6.4 a)]). 
Nous aurons aussi besoin de la
3.4. Proposition. — Pour toute varie´te´ lisse X , H iW (X,Z(n)) est de torsion
pour i > 2n + 1.
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De´monstration. Cela re´sulte par exemple du fait que H iZar(X¯,Q(n)) =
H ie´t(X¯,Q(n)) = 0 pour i > 2n et de la suite spectrale (3.1). 
3.4. Classe de cycle l-adique. — Fixons un nombre premier l 6= p. Nous
allons utiliser une application classe de cycle motivique l-adique pour la co-
homologie de Lichtenbaum. Cela revient a` e´tendre les homomorphismes de
[31, §1.4]
H ie´t(X,Z(n))⊗ Zl → H
i
cont(X,Zl(n))
en des homomorphismes provenant de H iW (X,Z(n))⊗ Zl.
Indiquons rapidement comment on proce`de : notons α : (Sm/k)e´t →
(Sm/k)Zar le foncteur de projection entre les sites de´finis par la cate´gorie
Sm/k des k-varie´te´s lisses de type fini munie respectivement des topologies
e´tale et de Zariski. Dans [31, th. 1.17], nous avons de´fini un objet Z(n) ∈
D−(Ab((Sm/k)Zar)) dont la restriction a` toute k-varie´te´ lisse X est quasi-
isomorphe au complexe de cycles de Bloch de poids n sur X , puis un mor-
phisme dans la cate´gorie de´rive´e [31, (1.8)]
α∗Z(n)
L
⊗Zl → Zl(n)
c
e´t(3.3)
ou` Zl(n)
c
e´t = R lim←--- µ
⊗n
lν dans la cate´gorie de´rive´e des faisceaux e´tales, que
nous identifions canoniquement a` D(T
Zˆ
) (cf. 3.2).
De´finissons de meˆme Zl(n)cW = R lim←--- γ
∗µ⊗nlν dans D(TZ) (ibid.). On a
alors un morphisme compose´
γ∗α∗Z(n)→ γ∗Zl(n)
c
e´t → Zl(n)
c
W .(3.4)
C’est le morphisme cherche´ : il induit des homomorphismes
H iW (X,Z(n))⊗ Zl → H
i
W (X,Zl(n)
c
W ).
Il reste a` remarquer que l’adjoint Zl(n)ce´t → Rγ∗Zl(n)cW du morphisme
γ∗Zl(n)
c
e´t → Zl(n)
c
W est un quasi-isomorphisme : cela re´sulte du fait que Rγ∗
et R lim←--- commutent et de l’analogue de (3.2) a` coefficients µ
⊗n
lν , qui montre
que µ⊗nlν → Rγ∗γ∗µ
⊗n
lν est un quasi-isomorphisme pour tout n (cf. [15, cor.
3.4]). On en conclut que l’homomorphisme canonique
H icont(X,Zl(n))→ H
i
W (X,Zl(n)
c
W )
est bijectif, et on en de´duit bien l’application “classe de cycle” promise :
H iW (X,Z(n))⊗ Zl → H
i
cont(X,Zl(n)).(3.5)
(Bien entendu, on pourrait aussi proce´der naı¨vement a` partir de [17, §3.7],
voir aussi [5, §4], qui est de toute fac¸on a` la base de notre construction, en
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de´finissant (3.5) “varie´te´ par varie´te´” et en e´vitant [31, (1.8)], mais les de´tails
seraient plus pe´nibles a` re´diger.)
En fait :
3.5. Lemme. — L’homomorphisme (3.5) n’est autre que celui induit par le
morphisme Φn : α∗Z(n)
L
⊗Zl(0)
c
e´t → Zl(n)
c
e´t de [31, conj. 3.2].
De´monstration. Rappelons que Φn est de´fini comme la composition
α∗Z(n)
L
⊗Zl(0)
c
e´t → Zl(n)
c
e´t
L
⊗Zl(0)
c
e´t → Zl(n)
c
e´t
ou` la premie`re fle`che se de´duit de (3.3) et la suivante est donne´e par le cup-
produit. Nous allons voir que Φn se de´duit de (3.4) par application du foncteur
Rγ∗.
En effet, on a de´ja` vu le quasi-isomorphisme Zl(n)ce´t ∼−→ Rγ∗Zl(n)cW .
D’autre part, d’apre`s [15, th. 3.3], le morphisme de double adjonction
Rγ∗Z
L
⊗α∗Z(n)→ Rγ∗γ
∗α∗Z(n)(3.6)
est e´galement un quasi-isomorphisme. Dans [29, th. 4.6 et 6.3], nous avons
e´tabli un quasi-isomorphisme
Zl(0)
c
e´t ≃ Z
c ⊗ Zl
ou` Zc est un certain complexe de longueur 1. Enfin, dans [15, th. 4.2], Geisser
e´tablit un quasi-isomorphisme Zc ≃ Rγ∗Z. L’assertion re´sulte aise´ment de
tous ces quasi-isomorphismes, en suivant leurs de´finitions respectives. 
3.5. Classe de cycle p-adique. — Posons
Zp(n)
c
e´t = R lim←--- νr(n)[−n] (n ≥ 0)
ou` νr(n) est le n-ie`me faisceau de Hodge-Witt logarithmique de niveau r, et
de meˆme
Zp(n)
c
W = R lim←--- γ
∗νr(n)[−n].
Pour n < 0, on pose Zp(n)ce´t = 0 et Zp(n)cW = 0.
En passant a` la limite sur la construction de [16, de´m. du th. 8.3], on obtient
une classe de cycle motivique p-adique pour la cohomologie e´tale
α∗Z(n)⊗ Zp → Zp(n)
c
e´t
puis une classe de cycle motivique p-adique pour la cohomologie de Lichten-
baum
γ∗α∗Z(n)⊗ Zp → γ
∗Zp(n)
c
e´t → Zp(n)
c
W(3.7)
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et plus concre`tement, pour une varie´te´ lisse X donne´e, des homomorphismes
H iW (X,Z(n))⊗ Zp → H
i
cont(X,Zp(n))(3.8)
ou` H icont(X,Zp(n)) := H
i
e´t(X,Zp(n)
c
e´t)
∼
−→ H iW (X,Zp(n)
c
W ) (cf. 3.4).
3.6. Bijectivite´ des classes de cycle. —
3.6. The´ore`me. — Si X ∈ Btate(k), (3.5) est un isomorphisme pour tous
l 6= p, i, n, et (3.8) est un isomorphisme pour tous i, n.
De´monstration. Traitons d’abord le cas de (3.5). D’apre`s le lemme 3.5, il
suffit de voir que le morphisme induit par Φn est un isomorphisme pour tout
n ; cela re´sulte du the´ore`me 1.8, du corollaire 2.1 et de [31, th. 3.4]. (On
pourrait aussi proce´der directement a` partir de la conjecture de Tate et du
the´ore`me 1.8, mais ce serait plus laborieux.) On en de´duit de´ja` :
3.7. Lemme. — Pour X ∈ Btate(k), on a H iW (X,Q(n)) = 0 pour i < 2n et
la composition
CHn(X)⊗Q ≃ H2nZar(X,Q(n))→ H
2n
W (X,Q(n))
est un isomorphisme pour tout n ≥ 0.
De´monstration. Le premier point re´sulte par re´currence sur i de la suite ex-
acte (3.2) (cf. propositions 3.1 et 3.2). Cette meˆme suite exacte implique alors
que H2ne´t (X,Q(n))→ H2nW (X,Q(n)) est un isomorphisme, et on conclut par
la proposition 3.4. 
De´montrons maintenant que (3.8) est aussi un isomorphisme. On proce`de
directement, en imitant la me´thode de [31, §3.4] : on remarque d’abord que
la version de (3.8) a` coefficients Qp/Zp est un isomorphisme d’apre`s [16] (ce
fait est vrai pour toute k-varie´te´ lisse). Par le lemme des 5, on se rame`ne a`
de´montrer que (3.8)⊗Q est un isomorphisme.
On sait de´ja` que H iW (X,Q(n)) = 0 pour i < 2n (par le lemme 3.7) et
pour i > 2n + 1 (par la proposition 3.4). La meˆme chose est vraie pour les
groupes H icont(X,Qp(n)), en utilisant un the´ore`me de Gabber [7, th. 3] et la
suite exacte longue
· · · → H i−n−1e´t (X, ν∞(n))→ H
i
cont(X,Zp(n))→
H icont(X,Qp(n))→ H
i−n
e´t (X, ν∞(n))→ . . .
Il reste donc a` traiter les cas i = 2n et i = 2n + 1. Milne [46, prop.
5.4] a de´montre´ qu’on peut utiliser l’action galoisienne sur les groupes
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H i(X¯,Qp(n)) a` la place de l’action de Frobenius sur la cohomologie cris-
talline pour calculer la fonction ζ(X, s). En particulier, en tenant compte de
l’hypothe`se de Riemann [10] et de [34], cela de´montre que
H i(X¯,Qp(n))
G = H i(X¯,Qp(n))G = 0 pour i 6= 2n.(3.9)
Conside´rons le diagramme commutatif (cf. [31, de´m. de la prop. 3.9])
H2nW (X,Z(n))⊗Qp →H
2n
cont(X,Qp(n))
∼
−→H2ncont(X¯,Qp(n))
G
·e
y≀ ·ey fy
H2n+1W (X,Z(n))⊗Qp→H
2n+1
cont (X,Qp(n))
∼
←−H2ncont(X¯,Qp(n))G
(3.10)
ou` f est la composition
H2ncont(X¯,Qp(n))
G −֒→ H2ncont(X¯,Qp(n)) −→ H
2n
cont(X¯,Qp(n))G
(voir [46, prop. 6.5] pour la commutativite´ du carre´ de droite). La fle`che verti-
cale de gauche est un isomorphisme par le cas l 6= p, et les fle`ches horizontales
de droite sont des isomorphismes graˆce a` (3.9).
En proce´dant comme dans [59, §2] et en utilisant [46, prop. 5.4] et [34], on
voit que le corollaire 2.1 implique que f est bijective et que la composition
CHn(X)⊗Qp → H
2n
W (X,Z(n))⊗Qp → H
2n
cont(X¯,Qp(n))
G
est surjective. De plus, le the´ore`me 1.8 implique que cette composition est
injective. En utilisant le lemme 3.7, on en de´duit que la composition horizon-
tale supe´rieure dans (3.10) est bijective. Il en re´sulte que tous les homomor-
phismes de (3.10) sont bijectifs. 
3.7. Conse´quences. —
3.8. Corollaire. — Si X ∈ Btate(k) et d = dimX ,
a) L’accouplement
H2nW (X,Z(n))×H
2d−2n
W (X,Z(d− n))→ H
2d
W (X,Z(d))→ Z(3.11)
est parfait modulo torsion pour tout n.
b) Pour tout (i, n), l’accouplement
H iW (X,Z(n))tors ×H
2d+1−i
W (X,Q/Z(d− n))
→ H2d+1W (X,Q/Z(d))
∼
−→ Q/Z
induit un accouplement parfait de groupes finis
H iW (X,Z(n))tors ×H
2d+2−i
W (X,Z(d− n))tors → Q/Z.
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c) (cf. [43, introduction]) Les groupes H iW (X,Z(n)) sont de type fini pour
tout i, finis pour i /∈ {2n, 2n+ 1} et nuls pour i ≤ 0 (si n > 0).
d) Le noyau et le conoyau du cup-produit par e
H2nW (X,Z(n))→ H
2n+1
W (X,Z(n))
sont finis.
e) L’homomorphisme canonique
H ie´t(X,Z(n))→ H
i
W (X,Z(n))
est un isomorphisme pour i ≤ 2n.
De´monstration. Il re´sulte de [10, 34, 13] que H icont(X,Zl(n))tors est fini pour
tout i ∈ Z, y compris l = p, et nul pour presque tout l (cf. [7, th. 2 et 3]). De
plus, H icont(X,Zl(n)) est fini pour i 6= 2n, 2n+1 (ibid.). Il re´sulte d’abord de
ceci et du the´ore`me 3.6 que c) est vrai pour i /∈ {2n, 2n+ 1}, et est vrai pour
i ∈ {2n, 2n+ 1} apre`s tensorisation par Zl (pour tout l).
L’assertion b) est vraie apre`s tensorisation par Zl par le cas de la cohomolo-
gie e´tale continue (cf. [46, th. 1.14] pour le cas l = p) ; sa version entie`re en
re´sulte directement. De meˆme, a) est vrai apre`s tensorisation par Zl. La ver-
sion entie`re de a) et de c) re´sulte alors du lemme suivant, que nous n’avons
pas trouve´ dans la litte´rature :
3.9. Lemme. — Soient R un anneau de Dedekind et A× B → R un accou-
plement de deux R-modules A,B sans torsion.
a) Supposons que cet accouplement devienne parfait apre`s tensorisation par
Rl pour tous les ide´aux maximaux l de R, ou` Rl de´signe le comple´te´ de R en
l. Alors il est parfait.
b) Soit K le corps des fractions de R. Si, de plus, A ⊗ K ou B ⊗ K est un
K-espace vectoriel de dimension finie, alors A et B sont de type fini.
De´monstration. a) SoitR(l) le localise´ deR en l . Comme l’extensionRl/R(l)
est fide`lement plate, l’hypothe`se vaut en remplac¸ant Rl par R(l). Conside´rons
l’homomorphisme (injectif)
A→ Hom(B,R).(3.12)
On a une chaıˆne d’homomorphismes
A(l) → Hom(B,R)(l) → Hom(B(l), R(l)).
Il est facile de voir que le second homomorphisme est injectif. De plus,
la composition est bijective par hypothe`se. Par conse´quent, le premier ho-
momorphisme est lui aussi bijectif. Le conoyau M de (3.12) ve´rifie donc
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M(l) = 0 pour tout l. Il en re´sulte que M = 0 et que l’accouplement est
parfait.
b) Pour fixer les ide´es, supposons que dimK B⊗K <∞. Soit (b1, . . . , bn)
une famille d’e´le´ments de B qui de´finit une base de B⊗K, et soit B′ le sous-
module de B engendre´ par les bi. Comme pour tout b ∈ B, il existe r ∈ R tel
que rb ∈ B′, l’application Hom(B,R)→ Hom(B′, R) est injective. Donc A
s’injecte dans un R-module de type fini et il est donc lui-meˆme de type fini.
En e´changeant A et B, on obtient la meˆme conclusion pour B. 
Revenons a` la de´monstration du corollaire 3.8 : il reste a` de´montrer d) et e).
L’assertion d) re´sulte de c) et du fait qu’elle est vraie apre`s tensorisation par
Q, comme il re´sulte de la de´monstration du the´ore`me 3.6. Enfin, e) de´coule
de c) et de (3.2), par re´currence sur i. 
3.10. Corollaire. — Les conjectures de [42, §7] sont vraies pourX ∈ Btate(k).
De´monstration. Rappelons tout d’abord ces conjectures [42, §7] en termes
modernes ; e´tant donne´ une k-varie´te´ projective lisse X :
1. H ie´t(X,Z(n)) = 0 pour i grand.
2. H2ne´t (X,Z(n)) est un groupe abe´lien de type fini.
3. H ie´t(X,Z(n)) est fini pour i 6= 2n, 2n + 2, nul pour i ≤ 0 lorsque
n > 0(3).
4. H2d+2e´t (X,Z(d)) est canoniquement isomorphe a` Q/Z, ou` d = dimX .
5. L’accouplement
H ie´t(X,Z(n))×H
2d+2−i
e´t (X,Z(d− n))→ H
2d+2
e´t (X,Z(d))
∼
−→ Q/Z
est “parfait”, au sens qu’il de´finit une dualite´ parfaite de groupes finis
pour i 6= 2n et une dualite´ parfaite entre un groupe de type fini et un
groupe de cotype fini pour i = 2n. En particulier, rgH2de´t (X,Z(d)) = 1.
6. Les groupes H2ne´t (X,Z(n)) et H2d−2ne´t (X,Z(d − n)) ont le meˆme rang
m(n).
7. m(n) est l’ordre du poˆle de la fonction Z(X, t) en t = q−n (ζ(X, s) =
Z(X, q−s)).
(3)Cette conjecture de nullite´ re´sulte de l’axiome (1) de [42, §3] ; il est pratique de l’inse´rer
ici.
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8. lim
t→q−n
(1− qnt)m(n)Z(X, t) = ±qχ(X,OX ,n)χ(X,Z(n)), avec
χ(X,Z(n)) =∏
i 6=2n,2n+2
|H ie´t(X,Z(n))|
(−1)i ·
|H2ne´t (X,Z(n))tors||H
2n+2
e´t (X,Z(n))cotors|
Rn(X)
ou` Rn(X) est la valeur absolue du de´terminant de l’accouplement
H2ne´t (X,Z(n))/tors×H
2d−2n
e´t (X,Z(d− n))/tors
→ H2de´t (X,Z(d))/tors
∼
−→ Z
par rapport a` des bases quelconques de H2ne´t (X,Z(n))/tors et de
H2d−2ne´t (X,Z(d− n))/tors, et
χ(X,OX , n) =
∑
0≤i≤n
0≤j≤d
(−1)i+j(n− i)hij , hij = dimH
j(X,Ωi).
En fait, X e´tant quelconque, les e´nonce´s 1 et 4 ne sont plus des conjectures,
ni le fait que rgH2de´t (X,Z(d)) = 1 : vu (3.2), le point a) de la proposition 3.3
implique la conjecture 1 de Lichtenbaum pour i > 2d + 2 et le point b)
implique la conjecture 4 et le fait que H2de´t (X,Z(d)) est de type fini et de rang
1. Cela peut d’ailleurs s’obtenir directement.
Il reste a` traiter les conjectures 2, 3, 5, 6, 7 et 8. La conjecture 2 re´sulte
du corollaire 3.8 c) et e), ainsi que la conjecture 3 pour i < 2n ; le reste
de´coule du corollaire 3.8 c) et de la suite exacte (3.2). De meˆme, 5 de´coule du
corollaire 3.8 a) et b), via (3.2), et 6 de´coule du corollaire 3.8 a) et e). Enfin,
7 de´coule du corollaire 3.8 e) et du corollaire 2.1.
Pour 8, on pre´fe`re de´montrer la variante de [15, th. 8.1] (voir aussi [51, th.
10.7]), qui lui est e´quivalente via (3.2) :
8W . lim
t→q−n
(1− qnt)m(n)Z(X, t) = ±qχ(X,OX ,n)χ(X,Z(n)), avec
χ(X,Z(n)) =
∏
i
|H iW (X,Z(n))tors|
(−1)i · Rn(X)
−1
et χ(X,OX , n) comme dans 8, ou` Rn(X) est la valeur absolue du
de´terminant de l’accouplement (3.11) vu modulo torsion par rapport a`
des bases quelconques de H2nW (X,Z(n))/tors et de H2d−2nW (X,Z(d −
n))/tors.
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On peut proce´der comme dans [47, th. 4.3 et cor. 5.5] (cf. [29, cor. 7.10 et
th. 9.20] et [15, de´m. du th. 8.1]). 
3.11. Remarque. — Il est facile de pre´ciser le signe dans la conjecture 8
de Lichtenbaum : on remarque simplement que ζ(X, s) est a` valeurs re´elles
positives pour s re´el assez grand et ne s’annule pas pour s > d. Le signe en
s = n ne de´pend alors que de l’ordre des ze´ros pour s > n : on trouve qu’il
est e´gal a` (−1)
∑
a>n
m(a)
.
3.12. Corollaire. — Soit X ∈ Btate(k). Alors, pour tout l, on a une suite
exacte
0→ CHn(X){l} → CHn(X)⊗ Zl ⊕H
2n−1
e´t (X,Ql/Zl(n))
→ H2ncont(X,Zl(n))→ CH
n(X)⊗Ql/Zl → H
2n
e´t (X,Ql/Zl(n)).
En particulier, on a une suite exacte
0→ Ker(CHn(X)⊗Ql/Zl
c¯l
−→ H2ne´t (X,Ql/Zl(n)))
→ Coker(CHn(X)⊗ Zl
cl
−→ H2ncont(X,Zl(n)))
→ Coker(CHn(X){l}
bl
−→ H2n−1e´t (X,Ql/Zl(n)))→ 0
ou` cl est la classe de cycle l-adique, c¯l est la classe de cycle a` coefficients
divisibles et bl est le raffinement de Bloch de la classe de cycle l-adique sur
les cycles alge´briques de torsion [3].
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De´monstration. Cela re´sulte imme´diatement du diagramme commutatif de
suites exactes
0 0 0y y y
CHn(X){l} =H2n−1Zar (X,Ql/Zl(n)) −−−→ H
2n−1
e´t (X,Ql/Zl(n))y y y
CHn(X)⊗ Zl =H
2n
Zar(X,Z(n))⊗ Zl −−−→ H
2n
cont(X,Zl(n))y y y
CHn(X)⊗Ql =H
2n
Zar(X,Z(n))⊗Ql
∼
−−−→ H2ncont(X,Ql(n))y y y
CHn(X)⊗Ql/Zl= H
2n
Zar(X,Ql/Zl(n)) −−−→ H
2n
e´t (X,Ql/Zl(n))y y
0 0
ou`, compte tenu de la proposition 3.1, les 0 supe´rieurs du milieu et de droite
proviennent du corollaire 3.8 c) et e) et l’isomorphisme provient de ce corol-
laire et du the´ore`me 3.6. 
3.13. Corollaire (cf. [46, remark 5.6 a)], [51, §3]). — SoitX ∈ Btate(k). Pour
que l’application cycle l-adique entie`re CHn(X) ⊗ Zl → H2ncont(X,Zl(n))
soit surjective, il faut et il suffit que
(i) La classe de cycle a` coefficients divisibles
CHn(X)⊗Ql/Zl
c¯l
−→ H2ne´t (X,Ql/Zl(n))
soit injective ;
(ii) L’application de Bloch CHn(X){l} bl−→ H2n−1e´t (X,Ql/Zl(n)) soit sur-
jective. 
4. Varie´te´s ouvertes
4.1. Lemme. — Soit X une k-varie´te´ projective lisse de dimension d. Alors
sous les conditions suivantes
(i) d ≤ 1
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(ii) n ≤ 1
les groupes H iW (X,Z(n)) sont de type fini pour i 6= 2n+1. Ils sont finis pour
i 6= 2n, 2n+ 1 ainsi que pour n > d, et nuls pour i ≤ 0 si n > 0.
De´monstration. Si n = 0, l’e´nonce´ re´sulte de [43, th. 3.2]. Supposons n = 1 :
alors Z(1) = Gm[−1]. La suite exacte (3.2) se retraduit en une suite exacte
(4.1) · · · → H i−1e´t (X,Gm)→ H iW (X,Z(1))
→ H i−2e´t (X,Gm)⊗Q
∂
→ H ie´t(X,Gm)→ . . .
Le groupe H i−2e´t (X,Gm)⊗Q est nul pour i 6= 3. Le groupe H iW (X,Z(1)) est
donc nul pour i ≤ 0, isomorphe a` E∗ pour i = 1 (ou` E est le corps des con-
stantes de X) donc fini, et isomorphe a` Pic(X) pour i = 2, donc de type fini
par le the´ore`me de Ne´ron-Severi. Pour i > 3, il est isomorphe a` un quotient
de H i−1e´t (X,Gm) ; par la suite exacte de Kummer, ce groupe est lui-meˆme
isomorphe a` H i−1e´t (X, (Q/Z)′(1)) qui est fini par [7, th. 2]. Enfin, si X est
un point, les H ie´t(X,Gm) sont finis pour tout i, donc aussi les H iW (X,Z(1)).
Ceci de´montre (ii).
Si X est un point ou une courbe, toute la strate´gie de de´monstration con-
duisant au corollaire 3.8 s’applique : la conjecture de Tate est vraie pour X
et l’e´quivalence rationnelle coı¨ncide avec l’e´quivalence nume´rique, donc le
the´ore`me 3.6 est vrai pour X . On en de´duit (i). 
4.2. Remarque. — D’apre`s (4.1), la ge´ne´ration finie de H3W (X,Z(1)) im-
plique la finitude de H2e´t(X,Gm) = Br(X), elle-meˆme e´quivalente a` la va-
lidite´ de la conjecture de Tate en codimension 1 pour X . Cette implication est
donc en fait une e´quivalence par les raisonnements du paragraphe pre´ce´dent.
4.3. Lemme. — Soit X une k-varie´te´ lisse de dimension d. Alors sous les
conditions suivantes
(i) d ≤ 1
(ii) n ≤ 1
les groupes H iW (X,Z[1/p](n)) sont des Z[1/p]-modules de type fini pour i ≤
n ou i > 2n + 1. Ils sont finis pour i /∈ [n, 2n + 1] ainsi que pour n > d, et
nuls pour i ≤ 0 si n > 0.
De´monstration. En partant du lemme 4.1, on utilise la meˆme me´thode de
de´vissage que celle de [32, de´m. du th. 1] : c’est loisible car les groupes
H iW (X,Z[1/p](n)) satisfont a` un the´ore`me de purete´, ce qui se re´duit a` la
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purete´ de la cohomologie e´tale [31, cor. 1.19] via l’isomorphisme (3.6) (c’est
pour avoir cette purete´ qu’il est ne´cessaire d’inverser p). Le seul point a`
ve´rifier est qu’on ne “perd” pas de ge´ne´ration finie quand on utilise le the´ore`me
de de Jong [24].
Soit donc U˜ → U un reveˆtement fini de varie´te´s lisses, et supposons que
H iW (U˜ ,Z[1/p](n)) soit un Z[1/p]-module de type fini. Par un argument de
transfert, Ker(H iW (U,Z[1/p](n)) → H iW (U˜ ,Z[1/p](n))) est d’exposant fini,
disonsm. MaisH i−1e´t (U, µ⊗nm ) = H i−1W (U, µ⊗nm ) est fini par [9, Th. finitude], ce
qui montre que ce noyau est fini, d’ou` la ge´ne´ration finie deH iW (U,Z[1/p](n)).

La proposition suivante raffine le corollaire 2.3 :
4.4. Proposition. — Soit U un ouvert non vide de X , ou` X ∈ Btate(k), et
soit d = dimX = dimU . Alors, dans les deux cas suivants :
(i) d ≤ 2
(ii) n ≤ 2
les conclusions du lemme 4.3 sont vraies pour U .
De´monstration. Meˆme me´thode que ci-dessus, en utilisant le corollaire 3.8
c) et le lemme 4.3. Plus pre´cise´ment :
Notons Z = X−U (structure re´duite) et stratifions Z par sa chaıˆne canon-
ique de lieux singuliers (Z0 = Z,Zr+1 = (Zr)sing). Il suffit de voir que, pour
tout r ≥ 0, le groupe HjW (Zr − Zr+1,Z[1/p](n− cr)) ve´rifie les hypothe`ses
du lemme 4.3, ou` cr est la codimension de Zr dans X .
a) Si d ≤ 2, les Zr − Zr−1 sont soit des points soit des courbes, et on est
dans le cas (i) du lemme 4.3.
b) Si n ≤ 2, on a n− cr ≤ 1 pour tout r, et on est dans le cas (ii) du lemme
4.3. 
4.5. The´ore`me. — Soient X ∈ Btate(k) et U un ouvert de X . Alors les grou-
pes
H0(U,K2), H
1(U,K2), H
2(U,K2) = CH
2(U)
sont de type fini. Le groupe K3(K)ind est e´gal a` K3(k), ou` K est le corps des
fonctions de X (ou de U).
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De´monstration. Si l’on acceptait d’inverser p, ce re´sultat se de´duirait directe-
ment de la proposition 4.4 via [28, th. 1.1 et 1.6] ; pour obtenir un re´sultat ex-
act, on est oblige´ de refaire la de´monstration (purete´) avec la cohomologie de
Zariski motivique plutoˆt qu’avec la cohomologie de Lichtenbaum motivique.
Traitons d’abord le cas de X : d’apre`s [28, th. 1.6], les groupes cite´s ne sont
autres que H i(X,Z(2)) pour i respectivement e´gal a` 2, 3, 4 et 1. D’autre part,
d’apre`s loc. cit. , th. 1.1, l’homomorphismeH i(X,Z(2))→ H ie´t(X,Z(2)) est
bijectif pour i ≤ 3 et injectif pour i = 4. L’e´nonce´ pour les H i(X,K2) re´sulte
donc encore du corollaire 3.8 c). De plus, on obtient que K3(K)ind est de type
fini. Mais, d’apre`s Merkurjev-Suslin [45], l’homomorphisme
K3(k)→ K3(K)ind
est injectif a` conoyau divisible ; il est donc bijectif (cf. [26]).
(Dans [28], nous travaillions avec le complexe Γ(2) de Lichtenbaum : les
raisonnements sont identiques en remplac¸ant Γ(2) par Z(2) et en utilisant les
re´sultats de Merkurjev-Suslin [44, 45].)
Dans le cas ge´ne´ral, on raisonne comme dans la de´monstration de la propo-
sition 4.4, en utilisant le the´ore`me de purete´ pour la cohomologie motivique
et le fait que les groupes H iZar(X,Z(m)) sont de type fini pour m ≤ 1 et toute
k-varie´te´ lisse X : pour m = 0 c’est e´vident et pour m = 1 cela se re´duit a` la
ge´ne´ration finie de Γ(X,Gm) (i = 1) et de Pic(X) (i = 2).(4) 
4.6. The´ore`me. — Soient X ∈ Btate(k) de dimension ≤ 2 et K = k(X).
Alors on a des isomorphismes canoniques(
KMn (K)⊕
⊕
0≤i≤n−1
H2i−n−1(K, (Q/Z)′(i))
)
⊗ Z(2)
∼
−→ Kn(K)⊗ Z(2)
ou` (Q/Z)′(i) = lim---→(m,car k)=1 µ
⊗i
m . De plus,KMn (K) est de torsion pour n ≥ 3
et nul pour n ≥ 4.
De´monstration. Supposons d’abord car k = 2. Alors le second facteur du
membre de gauche est nul. L’isomorphismeKMn (K)⊗Z(2)
∼
−→ Kn(K)⊗Z(2)
re´sulte de [16].
(4)On peut re´duire la preuve de la ge´ne´ration finie de Pic(X) au cas projectif en passant par
le the´ore`me de de Jong, par le meˆme raisonnement que dans la de´monstration du lemme 4.3.
PRODUITS DE COURBES ELLIPTIQUES SUR UN CORPS FINI 25
Supposons maintenant car k 6= 2. Pour construire le morphisme, on part
des isomorphismes de [30, th. 1] :
⊕
0≤i≤n+1
H2i−n−1e´t (K,µ
⊗i
2ν )
∼
−→ Kn+1(K,Z/2
ν).
En prenant la limite inductive sur ν, on obtient des isomorphismes
⊕
0≤i≤n+1
H2i−n−1e´t (K,Q2/Z2(i))
∼
−→ Kn+1(K,Q2/Z2).
On obtient l’homomorphisme de l’e´nonce´ en composant avec le Bockstein
Kn+1(K,Q2/Z2)→ Kn(K)⊗Z(2) et en ne´gligeant les facteurs i = n, n+1.
Pour montrer que cet homomorphisme est un isomorphisme, on raisonne
comme dans [30] en utilisant la suite spectrale (convergente) de Bloch-Lich-
tenbaum [6]
Ep,q2 = H
p−q(K,Z(−q))⇒ K−p−q(K).(4.2)
Tout d’abord, le corollaire 4.4 montre que le groupe H iZar(K,Z(n)) est de
torsion pour i < n. Il en re´sulte que le Bockstein H i−1Zar (K, (Q/Z)′(n)) →
H iZar(K,Z[1/p](n)) est un isomorphisme pour i < n. D’autre part, la
conjecture de Milnor [61] et [17] montrent que les homomorphismes
H i−1Zar (K,Q2/Z2(n)) → H
i−1
e´t (K,Q2/Z2(n)) sont des isomorphismes pour
i ≤ n. On en de´duit des isomorphismes
H i−1e´t (K,Q2/Z2(n))
∼
−→ H iZar(K,Z(n))⊗ Z(2), i < n.(4.3)
En utilisant la compatibilite´ de (4.2) aux produits et aux transferts [11, 40]
et les isomorphismes (4.3), et en examinant la construction des homomor-
phismes du the´ore`me 4.4, on de´montre comme dans [30, §3] que ces derniers
de´truisent successivement les diffe´rentielles de la suite spectrale (4.2) (lo-
calise´e en 2) et scindent la filtration donne´e par celle-ci sur l’aboutissement.
Ceci conclut la de´monstration, et donne de plus que la suite spectrale (4.2)
de´ge´ne`re canoniquement apre`s localisation en 2. 
4.7. Corollaire. — L’alge`bre K∗(K) ⊗ Z(2) est engendre´e par les unite´s et
la K-the´orie du sous-corps des constantes, a` transfert pre`s.
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De´monstration. Cela re´sulte de la construction dans [30] des fle`ches donnant
naissance a` l’isomorphisme du the´ore`me 4.6. Plus pre´cise´ment, l’homomor-
phisme compose´⊕
[k′:k]<∞
KM2i−n−1(k
′K)⊗H0(k′,Q2/Z2(n+ 1− i))→
⊕
[k′:k]<∞
H2i−n−1(k′K,Q2/Z2(i))
Cor
−→ H2i−n−1(k′K,Q2/Z2(i))
est surjectif pour tout 0 ≤ i ≤ n − 1 d’apre`s la conjecture de Milnor et [27,
th. 1]. D’autre part, on a d’apre`s Quillen des isomorphismes KM2n−2i+1(k′) ⊗
Z(2)
∼
−→ H0(k′,Q2/Z2(n + 1 − i)). Enfin, la composition de la surjection
induite⊕
[k′:k]<∞
KM2i−n−1(k
′K)⊗K2n−2i+1(k
′)⊗ Z(2) → H
2i−n−1(K,Q2/Z2(i))
avec la fle`che du the´ore`me 4.6 n’est autre par construction (cf. [30]) que celle
donne´e par le produit en K-the´orie. Le corollaire en re´sulte. 
4.8. Remarque. — En passant a` la limite sur les extensions finies de k, on
de´duit du corollaire 4.7 que la conjecture de Suslin [56, conj. 4.1 et note] est
vraie apre`s localisation en 2 pour le corps L = k¯K : l’alge`bre K∗(L) ⊗ Z(2)
est engendre´e par K1(L)⊗ Z(2) et K∗(k¯)⊗ Z(2).
4.9. Remarque. — Soit U un ouvert de X , ou` X ∈ Btate(k) et dimX ≤ 2.
On peut montrer que, pour tout n ∈ Z
(i) ζ(U, s) = (1− qn−s)anϕ(s), avec an =
∑
(−1)r+1 rgHc,e´tr (U,Z(n))
(ii) ϕ(n) =
2d∏
r=0
ind(∂¯r)
(−1)r+1 a` une puissance de q pre`s
ou`
a) Hc,e´tr (U,Z(n)) = H2d−re´t (U,Z(d− n))
b) ∂¯r : Hc,e´tr+2(U,Z(n)) ⊗ (Q/Z)′ → Hc,e´tr (U,Z(n))tors[1/p] est un certain
homomorphisme induit par l’homomorphisme ∂ de (3.2), dont le noyau
et le conoyau sont finis
c) ind(∂¯r) = |Ker ∂¯r|/|Coker ∂¯r|.
Voir [29, th. 9.16], ainsi que le the´ore`me 5.8 (iv) et la de´monstration de la
proposition 5.16.
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4.10. Remarque. — Si l’on essaye d’e´tendre les re´sultats du the´ore`me 4.5
aux poids supe´rieurs, on se heurte d’abord a` la conjecture de Bloch-Kato
(isomorphisme de la K-the´orie de Milnor modulo m avec la cohomologie
galoisienne). Pour les besoins de la discussion, supposons celle-ci connue.
Alors le re´sultat principal de Geisser-Levine [17] implique que le morphisme
canonique
Z(n)→ τ≤n+1Rα∗α
∗Z(n)
est un quasi-isomorphisme dansD−((Sm/k)Zar). Concre`tement, on en de´duit
que, pour toute k-varie´te´ lisse X , l’homomorphisme
H iZar(X,Z(n))→ H
i
e´t(X,Z(n))
est un isomorphisme pour i ≤ n + 1 est est injectif pour i = n + 2. Si X est
par exemple un produit de courbes elliptiques, cela implique via le corollaire
3.8 c) que H iZar(X,Z(n)) est de type fini pour i ≤ n + 2.
Pour n ≤ 2, ceci couvre toute la cohomologie motivique de X : c’est le
the´ore`me 4.5 dans le cas projectif. Examinons le cas n = 3. On obtient une
suite exacte :
0→ H5Zar(X,Z(3))→ H
5
e´t(X,Z(3))→ H
0
Zar(X,R
5α∗Z(3))
→ CH3(X)→ H6e´t(X,Z(3)).
Ceci montre que sous la conjecture de Bloch-Kato et pour X ∈ Btate(k),
CH3(X) est de type fini si et seulement si le groupe de cohomologie non
ramifie´e H0Zar(X,R5α∗Z(3)) ≃ H0Zar(X,H4e´t((Q/Z)′(3)) est de type fini.
Pour rendre la discussion ci-dessus inconditionnelle, on peut localiser en
l = 2 et utiliser le the´ore`me de Voevodsky [61]. On peut aussi localiser en
l = p et utiliser le the´ore`me de Geisser-Levine [16].
Il serait amusant de donner un exemple ou` la 2-torsion de
H0Zar(X,H
4
e´t((Q/Z)
′(3)) est infinie.
5. Retour aux motifs
5.1. Motifs purs. — Rappelons que A de´signe la cate´gorie des k-motifs
de Chow a` coefficients rationnels, et A¯ la cate´gorie des motifs purs modulo
l’e´quivalence nume´rique (e´galement a` coefficients rationnels). Donnons-nous
un nombre premier l. Les foncteurs
X 7→ H icont(X¯,Ql(n))
X 7→ H i(X,Q(n))
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se prolongent en des foncteurs
M 7→ H icont(M¯,Ql)
M 7→ H i(M,Q)
par les re`gles
H icont(h¯(X)(j),Ql) = H
i−2j
cont (X¯,Ql(−j))
H i(h(X)(j),Q) = H i−2j(X,Q(−j)).
5.1. Lemme. — Pour tout M ∈ A et pour tout i ∈ Z, l’action de Frobe-
nius sur H icont(M¯,Ql) est pure de poids i ; son polynoˆme caracte´ristique ne
de´pend pas de l.
De´monstration. Cela re´sulte de l’hypothe`se de Riemann [10] et de [34], par
re´duction aux varie´te´s projectives lisses. 
Introduisons maintenant quelques sous-cate´gories pleines de A :
– As,l : motifs M tels que l’action de Frobenius sur H∗(M¯,Ql) soit
semi-simple. C’est une sous-cate´gorie e´paisse, donc pseudo-abe´lienne
puisqueA l’est. Elle est aussi monoı¨dale et rigide.
– Akim : motifs de dimension finie au sens de Kimura. Elle est aussi
pseudo-abe´lienne rigide [35].
– At,l : motifs M tels que les homomorphismes
A(M, 1)⊗Ql → H
0(M¯,Ql)
G
A(M∨, 1)⊗Ql → H
0(M¯∨,Ql)
G
soient surjectifs, ou` G = Gal(k¯/k). Elle est pseudo-abe´lienne, stable
par dual mais pas a priori par produit tensoriel.
La cate´gorie As,l ∩ Akim contient les motifs de varie´te´s abe´liennes et leurs
tordus a` la Tate. Conjecturalement, on a As,l = Akim = At,l = A.
5.2. Proposition. — La cate´gorieAst = As,l∩At,l ne de´pend pas de l. Pour
tout M ∈ Ast, on a
dim A¯(M, 1) = − ords=0 ζ(M, s)
ou` ζ(M, s) est la fonction zeˆta de M [36]. De plus, les homomorphismes
Ahom,l(M, 1)→ A¯(M, 1), Ahom,l(1,M)→ A¯(1,M),
ou` Ahom,l de´signe la cate´gorie des motifs purs modulo l’e´quivalence Ql-
homologique, sont bijectifs.
PRODUITS DE COURBES ELLIPTIQUES SUR UN CORPS FINI 29
De´monstration. Cela re´sulte de (la de´monstration de) [59, th. 2.9]. 
5.3. The´ore`me. — Soit A′ = Ast ∩ Akim. Cette sous-cate´gorie pleine de
A est pseudo-abe´lienne et stable par dual. De plus, pour tout M ∈ A′, les
homomorphismes
A(1,M)→ A¯(1,M), A(M, 1)→ A¯(M, 1)
sont bijectifs.
De´monstration. Cela se de´montre comme le the´ore`me 1.8. 
5.4. Proposition. — Pour M ∈ A′, on a H i(M,Q) = H icont(M¯,Ql)G = 0
pour i 6= 0 et pour tout l.
De´monstration. Pour la nullite´ du premier groupe, meˆme de´monstration que
[14, th. 3.3] : par un raisonnement analogue a` celui de la de´monstration de
la proposition 1.6 (utilisant la proposition 1.4 et la semi-simplicite´ de A¯), on
peut supposer M ∈ A¯ simple. Si M 6= 1, on a FM 6= 1, d’ou` l’e´nonce´.
Si M = 1, l’e´nonce´ est e´vident. La nullite´ du deuxie`me groupe de´coule du
lemme 5.1. 
5.5. Remarque. — Soit Aell la sous-cate´gorie e´paisse de A engendre´e par
les motifs des produits de courbes elliptiques et leurs tordus a` la Tate. Alors
Aell ⊂ A
′ d’apre`s [55]. Cette sous-cate´gorie est rigide. Il en re´sulte via le
the´ore`me 5.3 (ou par le the´ore`me 1.8) que le foncteur induit
Aell → A¯ell
est une e´quivalence de cate´gories. En particulier, Aell est abe´lienne semi-
simple.
Nous allons maintenant donner un analogue du corollaire 3.10 pour les
objets de A′. Pour cela, nous avons besoin d’introduire une autre cate´gorie :
les motifs de Chow e´tales.
5.6. De´finition. — La cate´gorieChowe´t des motifs de Chow e´tales est de´finie
de la manie`re suivante :
a) On introduit la cate´gorie des correspondances de Chow e´tales effectives
Coreffe´t , dont les objets sont k-varie´te´s projectives lisses (X 7→ [X ]) et les
morphismes des e´le´ments des groupes
Core´t([X ], [Y ]) = H
2 dimX
e´t (X × Y,Z(dimX))
la composition e´tant induite par la formule habituelle.
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b) On construit la cate´gorie des motifs de Chow e´tales effectifs Choweffe´t :
un objet est un couple ([X ], p), ou` p = p2 ∈ Coreffe´t ([X ], [X ]) ⊗Q ; un
morphisme de ([X ], p) vers ([Y ], q) est un e´le´ment f ∈ Coreffe´t ([X ], [Y ])
tel que fˆ = qfˆp, ou` fˆ est l’image de f dans Coreffe´t ([X ], [Y ]) ⊗ Q ; la
composition des morphismes est induite par celle de Coreffe´t .
c) On passe de Choweffe´t a` Chowe´t en inversant le motif de Lefschetz. On
note h : SmProj/k→ Chowe´t le foncteur e´vident.
La justification que toutes ces constructions est donne´e dans l’appendice A.
La cate´gorie Chowe´t est pseudo-abe´lienne, monoı¨dale syme´trique rigide. On
a un foncteur e´vident (additif, monoı¨dal)
A → (Chowe´t)⊗Q
qui est pleinement fide`le par la proposition 3.1 et meˆme essentiellement sur-
jectif puisque les deux cate´gories sont pseudo-abe´liennes. On en de´duit un
foncteur (additif, tensoriel)
Chowe´t → A(5.1)
bien de´fini a` isomorphisme naturel monoı¨dal pre`s, et essentiellement surjectif
par construction.
On notera que si ([X ], p) ∈ Coreffe´t , il existe m ∈ Z − {0} tel que mp
provienne d’un p˜ ∈ Coreffe´t ([X ], [X ]). Un tel p˜ induit des morphismes [X ] →
([X ], p) et ([X ], p) → [X ], dont la composition dans les deux sens est (en
choisissant m assez grand) la multiplication par m. Par contre, ([X ], p) n’est
pas en ge´ne´ral facteur direct de [X ].
5.7. Proposition. — Le foncteur bigradue´ X 7→ H iW (X,Z(n)) des varie´te´s
projectives lisses vers les groupes abe´liens induit un foncteur gradue´
Chowe´t → Ab
∗
M 7→ H∗W (M,Z)
tel que H iW (h(X)(n),Z) = H i−2nW (X,Z(−n)) pour toute varie´te´ projective
lisse X et tout n ∈ Z.
De´monstration. Voir A.11. Plus pre´cise´ment, si ([X ], p) ∈ Coreffe´t , on de´finit
H iW (([X ], p),Z(n)) = {x ∈ H
i
W (X,Z(n)) | pxˆ = xˆ}
ou` xˆ est l’image de x dans H iW (X,Z(n))⊗Q. 
PRODUITS DE COURBES ELLIPTIQUES SUR UN CORPS FINI 31
De meˆme, pour tout l, la cohomologie e´tale continue induit un foncteur
gradue´
Chowe´t → Zl −Mod
∗
M 7→ H∗cont(M,Zl)
et on a une transformation naturelle
H∗W (−,Z)⊗ Zl → H
∗
cont(−,Zl).(5.2)
Afin d’e´noncer le the´ore`me suivant, de´finissons des groupes Hj(M,Ωi)
pour tout M ∈ Chowe´t : d’une part, les correspondances de Chow e´tales
ope`rent sur la cohomologie de Hodge puisque celle-ci peut s’exprimer en ter-
mes de cohomologie e´tale. D’autre part, pour toute varie´te´ projective lisse X ,
on a un isomorphisme
Hj(X,Ωi)⊕Hj−1(X,Ωi−1)
∼
−→ Hj(X ×P1,Ωi)
induit par le cup-produit par la “premie`re classe de Chern” de O(1) dans
H1(P1,Ω1). Ceci justifie le fait que la de´finition
Hj(h(X)(n),Ωi) = Hj−n(X,Ωi−n)
s’e´tend fonctoriellement a` Chowe´t par passage aux facteurs directs.
5.8. The´ore`me. — Soit Chow′e´t l’image re´ciproque pleine deA′ par le fonc-
teur (5.1). Alors,
a) Pour tout l, la restriction de (5.2) a` Chow′e´t est un isomorphisme de fonc-
teurs.
b) Pour tout M ∈ Chow′e´t, les groupes H iW (M,Z) sont de type fini. Ils sont
finis pour i 6= 0, 1 et nuls sauf pour un nombre fini de valeurs de i. L’homo-
morphisme H0W (M,Z)
·e
−→ H1W (M,Z) a un noyau et un conoyau finis. De
plus :
(i) L’accouplement H0W (M,Z)×H0W (M∨,Z)→ Z induit par la fle`che de
dualite´ 1→M ⊗M∨ est parfait modulo torsion.
(ii) Les accouplements analogues
H i+1W (M,Z)tors ×H
−i
W (M
∨,Q/Z)→ Q/Z
induisent des accouplements parfaits de groupes finis
H i+1W (M,Z)tors ×H
−i+1
W (M
∨,Z)tors → Q/Z.
(iii) L’homomorphisme canonique Chow′e´t(M, 1)→ H0W (M,Z) est bijectif.
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(iv) Soit Mˆ l’image de M dansA′. Alors l’ordre du poˆle de ζ(Mˆ, s) est e´gal
a` m = rgH0W (M,Z) = dimA
′(Mˆ, 1). On a
lim
s→0
(1− q−s)mζ(Mˆ, s) = ±qχ(M,O)
∏
i
|H iW (M,Z)tors|
(−1)i · R(M)−1
ou` R(M) est la valeur absolue du de´terminant de l’accouplement de
(i) modulo torsion par rapport a` des bases quelconques des groupes
accouple´s et
χ(M,O) =
∑
i,j
(−1)i+j+1ihij , hi,j = dimkH
j(M,Ωi).
En particulier, le second membre ne de´pend que de Mˆ .
De´monstration. On proce`de comme au §3. 
5.9. Remarques (concernant le the´ore`me 5.8 (iv)). —
1. Ceci donne un sens pre´cis a` [47, conj. 7.3], ou` le terme χ(M,O) (note´
χ(M,O, 0)) n’e´tait pas de´fini. En fait, les groupes Hj(Mˆ,Ωi) n’ont pas
de sens individuellement pour Mˆ ∈ A, puisqu’ils sont annule´s par p. Il
n’est pas clair que χ(M,O) ne de´pende que de Mˆ .
2. Pour n ∈ Z, la valeur spe´ciale de ζ(Mˆ, s) en s = n s’obtient en appli-
quant ce re´sultat a` M(−n).
3. On peut pre´ciser le signe dans l’expression donne´e, exactement comme
dans la remarque 3.11.
4. Le foncteurChowe´t → A e´tant essentiellement surjectif, le the´ore`me 5.8
(iv) de´crit les valeurs spe´ciales de ζ(Mˆ, s) pour tous les motifs Mˆ ∈ A′.
Pour M ∈ Chow′e´t, posons H
q
W (M,Z(n)) = H
q−2n
W (M(−n),Z).
5.10. Corollaire (“principe d’identite´ de Manin arithme´tique”)
Soit f : M → M ′ un morphisme de Chow′e´t. Supposons que
f ∗ : HqW (M
′,Z(n)) → HqW (M,Z(n)) et f∗ : H
q
W (M
∨,Z(n)) →
HqW ((M
′)∨,Z(n)) soient des isomorphismes pour tout q, n ∈ Z (de manie`re
e´quivalente via (3.2), remplacer la cohomologie de Lichtenbaum par la coho-
mologie e´tale). Alors
a) ζ(Mˆ, s) = ζ(Mˆ ′, s) ;
b) f induit un isomorphisme dans A′. (On pourrait dire que f est une
isoge´nie.)
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(Ce re´sultat est faux si l’on prend des coefficients rationnels : prendre M =
0 et pour M ′ un motif simple qui n’est pas une puissance du motif de Lef-
schetz.)
De´monstration. Soit f ∈ Q(t) tel que f(n) soit de´fini et e´gal a` ±1 pour tout
n ≥ 0 : alors f est constant, e´gal a` ±1. Ceci montre avec le the´ore`me 5.8 b)
(iv) que, sous les hypothe`ses, ζ(M, s)/ζ(M ′, s) = ±1. Mais lim
s→+∞
ζ(M, s) =
lim
s→+∞
ζ(M ′, s) = 1, d’ou` a). En utilisant l’hypothe`se de Riemann, il s’ensuit
que f ∗ induit des isomorphismes sur tous les groupes de cohomologie Ql-
adique ge´ome´triques, et donc sur lesH i(−,Q) d’apre`s le the´ore`me 5.8 a) et b)
(iii), ainsi que la proposition 3.1. b) re´sulte maintenant du principe d’identite´
de Manin (ge´ome´trique). 
5.11. Question. — Est-ce que f est meˆme un isomorphisme dans Chow′e´t ?
5.2. Motifs mixtes. — NotonsD la cate´gorie DMgm(k)⊗Q de Voevodsky
[60]. Par ailleurs, choisissons une sous-cate´gorie e´paisse A′′ ⊂ A′ qui soit
rigide, c’est-a`-dire stable par produit tensoriel : on peut par exemple pren-
dre A′′ = Aell, ou pour A′′ la sous-cate´gorie additive tensorielle e´paisse en-
gendre´e par le motif d’une varie´te´ abe´lienne simple “de type K3” ou “presque
ordinaire” (voir les exemples de l’introduction). D’apre`s le the´ore`me 5.3, A′′
est abe´lienne semi-simple. Soit D′′ la sous-cate´gorie e´paisse (triangule´e) de
D engendre´e par l’image essentielle de A′′ via le foncteur de loc. cit. , prop.
2.1.4. Notons δ : A → D ce foncteur, ainsi que sa restriction a` A′′.
5.12. Proposition. — Pour tous M,N ∈ A′′, on a
D′′(δ(M), δ(N)[i]) =
{
0 pour i 6= 0
A′′(M,N) pour i = 0.
De´monstration. Vu le corollaire 5.4, il suffit de de´montrer que pour M,N ∈
A, on a un isomorphisme canonique
D′(δ(M), δ(N)[i]) = H i(M ⊗N∨,Q).
Par dualite´, on se rame`ne au cas N = 1. On se rame`ne ensuite au cas ou`
M est de la forme h(X)(n) ou` X est projective lisse. La formule re´sulte alors
de [60, cor. 3.2.7] et du the´ore`me de simplification [62], qui est maintenant
valable sur un corps parfait quelconque. 
Le the´ore`me suivant est une variation sur le the`me de [48, th. 2.49].
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5.13. The´ore`me. — La cate´gorie triangule´e D′′ est semi-simple : tout tri-
angle exact est somme directe de triangles scinde´s. Le foncteur δ induit une
e´quivalence de cate´gories
∆ : (A′′)(N) → D′′
(Mi) 7→
⊕
i
δ(Mi)[i].
De´monstration. En quatre e´tapes :
1) ∆ est pleinement fide`le. En effet, pour (Mi), (Ni) ∈ (A′′)(N), on a
(A′′)(N)((Mi), (Ni)) =
⊕
i
(A′′)(Mi, Ni)
et
D′′(
⊕
i
δ(Mi)[i],
⊕
j
δ(Nj)[j]) =
⊕
i,j
D′′(δ(Mi), δ(Nj)[j − i])
=
⊕
i
D′′(δ(Mi), δ(Ni)) =
⊕
i
A′′(Mi, Ni)
par la proposition 5.12.
2) L’image essentielle de ∆ est stable par triangles. Cela re´sulte facilement
du fait que dans une cate´gorie abe´lienne semi-simple, tout morphisme est
somme directe d’un morphisme nul et d’un isomorphisme (cf. par exemple
[1, lemme A.2.13]).
3) ∆ est essentiellement surjectif. Cela de´coule de 2) et de la de´finition de
D′′.
4) Il reste a` voir queD′′ est semi-simple : cela de´coule encore de [1, lemme
A.2.13]. 
5.14. Corollaire. — Le foncteur δ induit une e´quivalence de cate´gories
Db(A′′)
∼
−→ D′′.
De´monstration. En effet, puisqueA′′ est semi-simple, Db(A′′) coı¨ncide avec
le membre de gauche de l’e´quivalence de cate´gories ∆ du the´ore`me 5.13. 
5.15. Corollaire. — Soit U ∈ Sm/k tel que M(U) ∈ D′′. Alors, pour tout
l 6= p, l’action de Frobenius sur H∗c (U,Ql) est semi-simple. De plus, le
polynoˆme caracte´ristique de cette action est inde´pendant de l.
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De´monstration. Soit d = dimU . Par le the´ore`me 5.13, on peut e´crire M c(U)
:= M(U)∗(d)[2d] comme somme directe de motifs de la forme δ(M)[i], avec
M ∈ A′′. Le corollaire re´sulte alors du lemme 5.1 (pour l’inde´pendance de l)
et du fait que A′′ ⊂ As,l (pour la semi-simplicite´). 
Nous ne sommes pas en mesure d’appliquer directement le corollaire 5.15
a` un ouvert d’une surface abe´lienne. Toutefois, on peut lui appliquer la meˆme
me´thode, au prix d’un petit effort.
5.16. Proposition. — Soit X ∈ Btate(k), avec d = dimX ≤ 2. Alors tout
ouvert dense U de X ve´rifie la conclusion du corollaire 5.15.
De´monstration. Le cas d ≤ 1 est facile et laisse´ au lecteur. Supposant d = 2,
montrons que M c(U) est somme directe de motifs de la forme δ(M)[i], avec
M ∈ A′. Par re´currence nœthe´rienne, il suffit de montrer que, si U = U ′ − Z
avec U ′ ouvert et Z ferme´ lisse, l’e´nonce´ pour U ′ implique l’e´nonce´ pour U .
Notons donc M(U ′) =
⊕
δ(Mα)[iα], Mα ∈ A
′
.
Supposons d’abord dimZ = 1. Conside´rons la comple´te´e projective lisse
C de Z : on a
D(M(C),M(U ′)) =
⊕
D(M(C), δ(Mα)[iα]).
En utilisant le fait que la conjecture de Tate est vraie pour les produits de
3 courbes [53, th. 3], le raisonnement de la de´monstration du corollaire 2.3
montre que D(M(C), δ(Mα)[iα]) = 0 pour iα 6= 0. Pour iα = 0, on obtient
en utilisant [62] des isomorphismes
A¯(h¯(C),Mα)
∼
←− A(h(C),Mα)
∼
−→ D(M(C), δ(Mα)).
Par semi-simplicite´ de A¯, tout morphisme de M(C) vers δ(Mα) est donc
somme directe d’un morphisme nul et d’un isomorphisme. On en de´duit le
pas de re´currence par de´vissage (utilisant le triangle exact de Gysin de [60,
prop. 3.5.4]). Le cas ou` dimZ = 0 est semblable et plus facile. 
6. Prospective
Rappelons le re´sultat principal de [31] :
6.1. The´ore`me ([31, th. 3.4]). — Les trois conjectures suivantes sont e´qui-
valentes :
(i) Le the´ore`me 1.8 (avec X ′ = Spec k) et le corollaire 2.1 sont vrais pour
toute k-varie´te´ projective lisse X .
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(ii) Pour tout n > 0, le morphisme Φn du lemme 3.5 (relatif a` un nombre
premier l 6= p donne´) est un quasi-isomorphisme.
(iii) Pour tout n > 0, le complexe Zl(n)ce´t (relatif a` un nombre premier
l 6= p donne´) est malle´able (voir [31, de´f. 2.16] pour la de´finition de
malle´able).
Les me´thodes pre´ce´dentes conduisent en fait a` d’autres formulations de ces
conjectures :
6.2. The´ore`me. — Les conjectures du the´ore`me 6.1 sont encore e´quivalentes
aux suivantes :
(iv) Pour tout n > 0, le morphisme (3.4) (relatif a` un nombre premier l 6= p
donne´) est un quasi-isomorphisme dans D¯(TZ) (cf. mise en garde 3.2.1).
(iv bis) Pour tout n > 0, le morphisme (3.5) ou (3.8) (relatif a` un nombre
premier l donne´) est un isomorphisme pour toute k-varie´te´ projective
lisse X .
(iv ter) Pour tout n > 0, tout nombre premier l et toute k-varie´te´ projective
lisse X , les morphismes (3.5) et (3.8) sont des isomorphismes.
(v) Pour toute k-varie´te´ projective lisse X , les groupes H iW (X,Z(n)) sont
de type fini.
(v bis) Pour toute k-varie´te´ lisse X , les groupes H iW (X,Z[1/p](n)) sont des
Z[1/p]-modules de type fini.
(v ter) Pour toute k-varie´te´ projective lisse X , les groupes H iW (X,Z(l)(n))
sont des Z(l)-modules de type fini, ou` l est un nombre premier donne´.
(vi) Pour toute k-varie´te´ projective lisse X , la forme forte de la conjecture
de Tate (concernant ζ(X, s)) est vraie et le motif de Chow h(X) est de
dimension finie au sens de Kimura(5). (Avec les notations du the´ore`me
5.3 : A′ = A.)
(vi bis) Pour toute k-varie´te´ projective lisse X , la forme forte de la con-
jecture de Tate est vraie et l’alge`bre des correspondances de Chow
A = CHdimX(X×X)⊗Q est semi-primaire : son radical de Jacobson
R est nilpotent et A/R est semi-simple.
(vi ter) La conjecture de Tate (cohomologique, relative a` un nombre premier
l donne´) est vraie pour les k-varie´te´s abe´liennes et la cate´gorie rigide
(5)Kimura conjecture le second e´nonce´ sur tout corps de base : cela re´sulterait des conjectures
standard et de l’existence d’une de´composition de Chow-Ku¨nneth a` la Murre, cf. [1, ex. 9.2.4]
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A des k-motifs de Chow a` coefficients rationnels est engendre´e par les
motifs de varie´te´s abe´liennes et les motifs d’Artin.
(vi quater) La forme forte de la conjecture de Tate est vraie pour toutes
les varie´te´s projectives lisses et il n’existe pas de “motif de Chow
fantoˆme” : Si M ∈ A est tel que M¯ = 0 dans A¯, alors M = 0.
De´monstration. (ii) ⇐⇒ (iv) : cela re´sulte du lemme 3.5, puisque le fonc-
teur R¯γ∗ est conservatif.
(i) =⇒ (iv ter) : on proce`de comme dans la preuve du the´ore`me 3.6.
(iv ter) =⇒ (v) : on proce`de comme dans la preuve du corollaire 3.8.
(v) =⇒ (v bis) : on proce`de comme dans la de´monstration du lemme 4.3.
(v bis) =⇒ (v ter) pour l 6= p : c’est e´vident.
(v) =⇒ (v ter) : c’est e´vident.
(v ter) =⇒ (iv bis) : notons K(n) le coˆne de (3.4). L’hypothe`se implique
que, pour toute k-varie´te´ projective lisse X , les groupes H iW (X,K(n)) sont
des Zl-modules de type fini. D’autre part, on sait que (3.4)
L
⊗Z/l est un quasi-
isomorphisme ([17, th. 1.5] ou [16] selon que l 6= p ou que l = p). Par
conse´quent, les H iW (X,K(n)) sont uniquement divisibles, donc nuls.
(iv bis) =⇒ (iv) : on proce`de comme dans [31, lemme 3.8] : re´duction a`
(3.4)⊗Q, puis purete´ et the´ore`me de de Jong.
(i) =⇒ (vi ter) : la premie`re partie de (vi ter) re´sulte de (i) d’apre`s [59]. La
deuxie`me partie est une conse´quence classique de la conjecture de Tate forte
pour toutes les varie´te´s (qui re´sulte de (i)) pour A¯, cf. [48, rem. 2.7] ; mais (i)
implique que A → A¯ est une e´quivalence de cate´gories.
(vi ter) =⇒ (vi) : c’est clair, puisque le motif d’une varie´te´ abe´lienne est de
dimension finie au sens de Kimura [35, ex. 9.1], ainsi que tout motif d’Artin,
que la forme forte de la conjecture de Tate re´sulte de la forme cohomologique
et de la semi-simplicite´ de l’action de Frobenius sur la cohomologie [59], et
que cette dernie`re est vraie pour les varie´te´s abe´liennes [63].
(vi) =⇒ (vi bis) : cela re´sulte de [1, prop. 9.1.14] et du the´ore`me de Jannsen
[22].
(vi bis) =⇒ (i) : on proce`de comme dans la de´monstration du the´ore`me 1.8
et du corollaire 2.1.
(i) =⇒ (vi quater) est clair. (vi quater) =⇒ (vi ter) : notons Aab la sous-
cate´gorie rigide de A engendre´e par les motifs de varie´te´s abe´liennes et les
motifs d’Artin, et A¯ab son image dans A¯. La forme forte de la conjecture de
Tate implique que A¯ab = A¯ (voir ci-dessus). Soit X une varie´te´ projective
lisse : il existe des isomorphismes inverses f¯ : h¯(X) ∼−→ N¯ , g¯ : N ∼−→
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h¯(X), avec N ∈ Aab. Relevons f¯ et g¯ en des morphismes f, g de A. Comme
N est de dimension finie au sens de Kimura, l’alge`bre A(N,N) est semi-
primaire, donc 1N − fg est nilpotent et quitte a` modifier f ou g on peut sup-
poser que fg = 1N . On a alors h(X) ≃ N ⊕M , avec M fantoˆme. 
La formulation de la conjecture des the´ore`mes 6.1 et 6.2 qui nous semble
la plus prometteuse est (vi ter), mais nous nous garderons bien de faire une
conjecture sur la de´monstration d’une conjecture !
Appendice A
Fonctorialite´ de la cohomologie motivique e´tale
Soient k un corps commutatif et V la cate´gorie des k-varie´te´s projectives
lisses. Pour qu’une “the´orie cohomologique”X 7→ H(X) permette de de´finir
une cate´gorie additive monoı¨dale syme´trique de correspondances C a` partir de
V , avec C(X, Y ) = H(X ×k Y ), il suffit (et il faut, essentiellement) qu’elle
posse`de la fonctorialite´ suivante :
a) Images inverses pour les morphismes de projection
b) Images directes pour les morphismes de projection
c) Cup-produits
soumise aux relations suivantes :
(i) a) est fonctoriel
(ii) b) est fonctoriel
(iii) c) est associatif et commutatif
(iv) a) commute a` c)
(v) Condition d’e´change pour a) et b)
(vi) a), b) et c) interagissent via la formule de projection.
Pour que H permette de plus de de´finir une cate´gorie de motifs (rigide)M,
il suffit qu’elle ve´rifie une “formule du fibre´ projectif” pour H∗(P1).
Enfin, si U : X 7→ U(X) est une “the´orie cohomologique” sur V telle que
H ⊕ U posse`de la fonctorialite´ ci-dessus, le cup-produit e´tant identiquement
nul sur la composante U ⊗ U (c’est-a`-dire que U est un “module” sur H),
alors U s’e´tend en un foncteur additif sur M.
Lorsque H(X) = CH(X) (anneau de Chow), la fonctorialite´ ci-
dessus re´sulte de la the´orie de l’intersection. Pour donner un sens a` la
cate´gorie Chowe´t(k) de la de´finition 5.6, il faut la justifier pour H(X) =
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⊕
H2ne´t (X,Z(n)) : c’est l’objet de cet appendice. Pour cela, nous justi-
fierons cette fonctorialite´ pour tous les “groupes de Chow supe´rieurs e´tales
H ie´t(X,Z(n))” : en effet nous n’avons pas trouve´ de me´thode plus simple que
de traiter ce cas ge´ne´ral.
On note α la projection du gros site e´tale de Spec k sur son gros site Zariski,
et αU la restriction de α au petit site e´tale d’un k-sche´ma U . Comme d’habi-
tude, on pose Z(n)e´tU = α∗Z(n)U pour n ≥ 0 et Z(n)e´tU = (Q/Z)′(n)U [−1]
pour n < 0, de sorte qu’on a des morphismes canoniques
(Q/Z)′(n)U → Z(n)
e´t
U [1](A.1)
pour tout U ∈ (Spec k)E´t et tout n ∈ Z.
A.1. Fonctorialite´ des groupes de Chow supe´rieurs. — Nous nous re-
poserons sur la fonctorialite´ correspondante pour les groupes H iZar(X,Z(n)).
Cette fonctorialite´ n’est que partiellement re´dige´e :
– a) est construit pour tout morphisme vers une k-varie´te´ lisse dans [39,
partie I, ch II, 3.5], et inde´pendamment par Bloch (non publie´). Ceci
corrige une de´monstration incomple`te de [4].
– b) est e´le´mentaire et existe pour tout morphisme propre [4].
– c) est construit sur toute varie´te´ lisse dans [17, §8], corrigeant la con-
struction incomple`te de [4].
– (i) est ve´rifie´ pour des morphismes entre varie´te´s lisses dans [31, 1.2]
(cf. th. 1.17 de loc. cit. ).
– (ii) est e´le´mentaire modulo les relations habituelles de multiplicite´s.
– (iii) est brie`vement mentionne´ a` la fin de [17, §8].
– (iv), (v) et (vi) ne sont pas re´dige´s. Marc Levine m’a informe´ qu’ils
seront incorpore´s a` [41], ainsi qu’une version de´taille´e de (iii).
Dans ce qui suit, nous admettrons les compatibilite´s (iii), (iv), (v) et (vi)
ci-dessus. La situation est la suivante : a` partir du cas Zariski, la construc-
tion de a) et c) en cohomologie motivique e´tale est “formelle”, ainsi que
la ve´rification de (i) et (iii). En revanche, la construction de b) n’est pas
formelle : nous la re´aliserons pour tout morphisme projectif par re´duction
aux immersions ferme´es et aux projections a` partir d’un espace projectif.
A.2. a) : images inverses. — La de´finition en cohomologie de Zariski est
obtenue a` partir de zig-zags finis entre complexes explicites. Il suffit de ve´rifier
que ces constructions commutent a` la localisation e´tale, ce qui est imme´diat.
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A.3. i) : fonctorialite´ des images inverses. — Meˆme justification que ci-
dessus.
A.4. c) : produits. — Meˆme justification (contempler par exemple le zig-
zag de [17, (8.1)] pour deux k-sche´mas X, Y essentiellement de type fini et
deux entiers q, q′ :
zq(X, ∗)⊗ zq
′
(Y, ∗)→ Tot zq+q
′
(X × Y, ∗, ∗)← Tot zq+q
′
(X × Y, ∗, ∗)T
→ zq+q
′
(X × Y, ∗).)
A.5. iii) : associativite´, commutativite´ et iv) : compatibilite´ de a) et c). —
Meˆme justification.
A.6. Formule du fibre´ projectif. — Soient E un fibre´ vectoriel sur une k-
varie´te´ lisse Y et p : P(E)→ Y la projection. En proce´dant comme dans [28,
§5], on construit des isomorphismes
N−1⊕
j=0
Z(n− j)e´tY [−2j]
∼
−→ Rp∗Z(n)
e´t
P(E)
avec N = dimE. Plus pre´cise´ment, le morphisme ci-dessus est construit a`
l’aide du cup-produit avec les puissances de c1(OP(E)(1)) ; il suffit de voir que
c’est un isomorphisme apre`s tensorisation par Q ou par Z/l pour un nombre
premier l quelconque. Dans le premier cas, c’est vrai graˆce a` la proposition 3.1
par re´duction aux groupes de Chow supe´rieurs [4, th. 7.1]. Dans le deuxie`me
cas, c’est vrai pour l 6= car k graˆce a` [17] par re´duction a` la cohomologie e´tale
[25, th. 2.2.1], et pour l = car k graˆce a` [16] par re´duction a` la cohomologie
de Hodge-Witt logarithmique [20, cor. I.2.1.12].
A.7. b) : images directes. — Soit maintenant f : X → Y un morphisme
projectif entre deux k-varie´te´s lisses. Nous nous proposons de construire des
morphismes
f∗ : H
i
e´t(X,Z(n))→ H
i+2c
e´t (Y,Z(n+ c))
pour tout (i, n) ∈ Z× Z, ou` c = dim Y − dimX .
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A.7.1. Cas d’une immersion ferme´e. — Supposons que f soit une immersion
ferme´e. On proce`de comme dans [28, §4]. Supposons d’abord n ≥ 0. En utili-
sant la transformation naturelle canonique α∗Xf !Zar → f !e´tα∗P et le the´ore`me de
localisation pour les groupes de Chow supe´rieurs, on obtient des morphismes
Z(n)e´tX → Rf
!
e´tZ(n + c)
e´t
Y [2c].(A.2)
(Ces morphismes ne sont pas des isomorphismes en l’exposant caracte´ris-
tique de k, cf. [28, Theorem 4.2 b)].) Pour n quelconque, on a par purete´ de la
cohomologie e´tale a` coefficients finis des morphismes
(Q/Z)′(n)X
∼
−→ Rf !(Q/Z)′(n+ c)Y [2c].
En composant avec (A.1), cela fournit des morphismes (A.2) e´galement
pour n < 0. Ceci de´finit f∗. Par construction, on a
(gf)∗ = g∗f∗ si f et g sont deux immersions ferme´es composables.(A.3)
´Etant donne´ un diagramme carte´sien
X ′
f ′
−−−→ Y ′
g′
y gy
X
f
−−−→ Y
avec f (donc f ′) immersion ferme´e, on a aussi la condition d’e´change
g∗f∗ = f
′
∗(g
′)∗ : H ie´t(X,Z(n))→ H
i+2c(Y ′,Z(n + c)).(A.4)
Pour n < 0, elle re´sulte de la formule correspondante en cohomologie e´tale
a` coefficients finis ; pour n > 0 elle s’obtient par faisceautisation e´tale de la
meˆme formule au niveau des complexes de faisceaux Zariski.
Par la meˆme me´thode on a l’identite´, pour une immersion ferme´e f
(f × 1)∗(x⊠ y) = f∗x⊠ y
ou`⊠ de´signe le produit externe (“cross-produit”), d’ou` l’on de´duit(6) par pull-
back via la diagonale la formule de projection
f∗(x · f
∗y) = f∗x · y.(A.5)
A.7.2. Cas d’une projection. — Supposons que f soit la projection Y ×
P−c → Y . On de´finit f∗ via la projection du membre de droite de l’isomor-
phisme de A.6 sur la composante j = −c du membre de gauche.
(6)Je remercie Marc Levine de m’avoir indique´ cette astuce.
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A.7.3. Cas ge´ne´ral. — Par hypothe`se, f se factorise en
X
i
−→ Y ×Pn
pi
−→ Y
ou` i est une immersion ferme´e et π est la premie`re projection. On de´finit
f∗ := π∗i∗.
A.7.4. Inde´pendance du choix de la factorisation. — SoitX i′−→ Y×Pm pi′−→
Y une autre telle factorisation. On a des immersions ferme´es canoniques
a : Pn → Pm+n+1 et a′ : Pm → Pm+n+1. Notons π′′ : Y × Pm+n+1 → Y
la premie`re projection. En tenant compte de (A.3), cette construction re´duit la
question a` de´montrer les formules π∗ = π′′∗a∗ et π′∗ = π′′∗a′∗. En d’autres ter-
mes, on est ramene´ au cas particulier ou` i est une inclusion Y ×Pn → Y ×Pm,
donne´e par l’inclusion canonique Pn → Pm (n ≤ m).
Soit ξ = c1(OX(1)) ∈ H2e´t(X,Z(1)). L’assertion re´sulte de la formule du
fibre´ projectif (applique´e a` X = Y ×Pn et a` Y ×Pm) et de la formule
i∗(ξ
j) =
{
0 si j < −c
1 si j = −c.
Cette proprie´te´ est bien connue au niveau des groupes de Chow : elle re´sulte
par exemple de la fonctorialite´ covariante de ces derniers (cf. [12, prop. 3.1
a)]). Mais CH1(X) ∼−→ H2e´t(X,Z(1)), donc elle en re´sulte pour la coho-
mologie motivique e´tale par fonctorialite´.
A.8. (ii) : fonctorialite´. — Soient f : X → Y et g : Y → Z deux mor-
phismes projectifs, munis de de´compositions f = πi, g = π′i′ comme ci-
dessus. Nous voulons montrer que (gf)∗ = g∗f∗. Conside´rons le diagramme
commutatif :
Y ×Pm
pi

i′′
// Z ×Pm ×Pn
pi′′

S
// Z ×Pmn+m+n
Π
||xx
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
X
i
::
vvvvvvvvvv f
// Y
i′
//
g
((PP
PP
PP
PP
PP
PP
PP
PP Z ×P
n
pi′

Z
ou` le carre´ central est carte´sien et S est donne´ par le plongement de Segre.
Comme par A.7.4 on a f∗ = π∗i∗, g∗ = π′∗i′∗ et (gf)∗ = Π∗(Si′′i)∗, en tenant
de plus compte de (A.3), ce diagramme nous re´duit a` de´montrer les deux
formules :
PRODUITS DE COURBES ELLIPTIQUES SUR UN CORPS FINI 43
(i) i′∗π∗ = π′′∗ i′′∗ ;
(ii) π′∗π′′∗ = Π∗S∗.
A.8.1. Cas de (i). — Soit ξ = c1(OPm(1)) : la formule du fibre´ projectif pour
π et pour π′′ s’exprime en fonction des pull-backs de ξ. L’assertion re´sulte
donc de la formule de projection (A.5), applique´e avec f = i′′.
A.8.2. Cas de (ii). — Soient ξ = c1(OPm(1)), ξ′ = c1(OPn(1)) et ξ′′ =
c1(OPmn+m+n(1)). En utilisant la formule du fibre´ projectif, on a pour z ∈
H∗e´t(Z,Z(∗))
π′∗π
′′
∗ ((π
′π′′)∗z · ξa · (ξ′)b) =
{
0 si (a, b) 6= (m,n)
z si (a, b) = (m,n)
et de meˆme
Π∗(Π
∗z · (ξ′′)c) =
{
0 si c 6= mn +m+ n
z si c = mn +m+ n.
En utilisant de nouveau la formule de projection, il s’agit de montrer
que, dans l’e´criture de S∗(ξa · (ξ′)b) sur la base des (ξ′′)c, le coefficient de
(ξ′′)mn+m+n est 0 si (a, b) 6= (m,n) et 1 si (a, b) = (m,n). Mais il s’agit
la` d’un calcul dans l’anneau de Chow, et le re´sultat est vrai par fonctorialite´
covariante des groupes de Chow.
A.9. (v) : condition d’e´change. — Il s’agit d’e´tendre (A.4) au cas ou` f
(donc f ′) est projectif. ´Etant donne´ A.7.1, on se re´duit au cas ou` f est une
projection Y ×Pn → Y . C’est alors imme´diat e´tant donne´ la formule du fibre´
projectif et A.5.
A.10. (vi) : formule de projection. — Il s’agit de ge´ne´raliser (A.5) a` un
morphisme projectif quelconque. Meˆme re´duction et justifications qu’en A.9.
A.11. Cas de la cohomologie de Lichtenbaum (justification de la propo-
sition 5.7). — Meˆmes me´thodes, en e´tendant la formule du fibre´ projectif a`
cette cohomologie. Pour ceci, on construit des morphismes comme dans A.6
pour la cohomologie de Lichtenbaum. On de´montre que ce sont des isomor-
phismes par re´duction au cas e´tale graˆce a` (3.2).
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